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特殊相対性理論の速度の変換 

――アインシュタインの特殊相対性理論での時点および位置の隔たり―― 

A LIFE COM. バイオ研究室 

富岡和人 

1 まえがき 
本書では，アインシュタインの特殊相対性理論での速度の変換の導出およびその説明をする．この速度の変換を導出す

る際に速度を使用する．その速度の定義の説明の後に，速度の変換の導出をする．本書で与える速度の定義では，質点を

仮定して位置の隔たりと時点の隔たりを使用する．アインシュタインのの特殊相対性理論で使用する位置の隔たりと時点

の隔たりは，ニュートンの三つの運動の法則で使用するものとは異なる．このことを本書の考察で使用するので，特殊相

対性理論の位置の隔たりおよび時点の隔たりの特徴的な箇所を説明した．そして，それらの特徴的な箇所は，大学課程の

特殊相対性理論を学習する上でも重要な部分として扱われるものと著者は考える．本書では速度の変換についての考察を

している．その考察の程度は，少なくとも２００８年現在の一般的な大学の特殊相対性理論の講義での速度の変換の考察

の程度にはなるものと著者は考えている．このような意味では，付録での説明をも含めているものとする．しかし，本書

では付録は必須の箇所として定めてはいない．本書の各章および付録では次のように説明した． 

２章ではアインシュタインの特殊相対性理論で使用する時間と空間の関係がニュートンの三つの運動の法則で使用する

時間および空間の関係とは異なることを説明した．本書のアインシュタインの特殊相対性理論では慣性座標系内の各位置

に時計を仮定しないと，慣性座標系内の座標の成分のみでは質点の位置を示す関数を導入できない．各位置に時計を仮定

した慣性座標系の速さおよび座標成分を使用して，各慣性座標系の空間座標の位置および時間座標の時点についてのロー

レンツ変換を与えることができる．この各慣性座標系の速さを計算するためには質点の位置を示す関数を仮定した速度を

使用する．そして，他方の慣性座標系の時間，速さおよび空間の座標での位置の隔たりで，特殊相対性理論で使用する慣

性座標系の時間は決定できる．この時間および空間の座標との相対性は特殊相対性理論の位置の隔たりおよび時点の隔た

りを扱う上で度々使用する．位置の隔たりおよび時点の隔たりを記述するにはローレンツ変換を使用する．このことから，

特殊相対性理論で使用するローレンツ変換および時点の微分について説明した．そして，ローレンツ変換，位置の隔たり

および時点の隔たりを使用した時計の同期および時間の長短についての考察を２章１節および２章２節で与えた．アイン

シュタインの特殊相対性理論で慣性座標系内の各位置に仮定した時計は，他の慣性座標系の時計とは同期が取れていない

ことを２章１節で考察した．２章１節では，慣性座標系内の座標の成分を使用してその計算をした．速度の定義では位置

の隔たりおよび時点の隔たりを使用するので，２章２節では，質点の位置を示す関数を使用して時間について考察した．

そして，各慣性座標系の時間は一致していない――等速度運動している質点が静止する慣性座標系の時間は短くなってい

る．――ことを計算した． 

３章では，位置の隔たりおよび速度を時点の隔たりに結び付けて考察した．３章１節の考察では，位置の隔たりおよび

時点の隔たりで記述される慣性座標系の速度について考察した．この考察では，‘等速度運動する１つの質点で測定した棒

の長さは，その運動方向に収縮する’ことを計算した．さらに，この収縮の式を導出した位置の隔たりおよび２章２節の

時点の隔たりの式を使用して，平均変化率を記述した．そして，質点の位置を示す関数の平均変化率が１次元の速度に等

しい場合を微分積分学の平均値の定理を使用して説明した．位置の関数の平均変化率を速度に見なすことで，特殊相対性

理論で与える運動の制限について考察した．３章２節では，質点を仮定して１次元の速度を定義した後に，３次元の速度

を定義した．著者の経験では，質点を仮定しないで座標系上の点の運動から速度を定義している物理学の専門書がある．

本書では，座標系上の質点として扱わない点の運動に対応する速度の定義をしない立場を採用して，質点の速度を定義し
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た．３章３節では，３章２節で定義した速度を使用して，二つの方法で速度の変換を導出した．３章４節では，その速度

の変換を考察した．ローレンツ変換，その速度の変換および相対論的質量から計算できる運動の制限についても考察した．

３章４節では，ローレンツ変換およびその速度の変換が，近似の計算ではガイレイ変換およびガリレイ変換の速度の変換

に等しい場合を示した． 

本書で使用した微分法論は２００８年現在の日本で与えられる一般的な微分法論とは異なるものと著者は判断する．本

書で使用した微分法論は，著書の経験では日本の大学で行われきた微分積分学の講義で与える微分法論よりも実践的なも

のと著者は判断している．速度の変換の導出では，微分法および無限小の知識を使用した．著者の判断では，速度の変換

の導出で使用した数学は，日本の大学の電気・電子・情報・通信系の工学科で与えている１年生の微分積分学の知識で計

算できる程度である．ただし，一般的な工学系の学科の講義よりも厳密な数学を使用しているものと著者は考えている． 

付録ⅰでは２章で説明したローレンツ変換の逆変換を導出した．本書の本文では逆変換を使用して説明をしていない．

付録ⅱでは無限小について説明した．付録ⅲでは３章１節で説明した物体の長さの収縮についての説明である．３章１節

では，質点を使用して長さの収縮の式を導出した．付録ⅲでは，慣性座標系の座標の点を使用して長さの収縮の式を導出

した．その際には，２章１節の非同期の話と関連を与えた．付録ⅳでは反対ベクトルおよび逆ベクトルについて説明した．

この付録は，３章２節の速度ベクトルの説明に対する付録である．付録ⅴでは，３章３節で導出した速度の変換の逆変換

を導出した． 

文献１は，著者がアインシュタインの特殊相対性理論を学んだ本である．本書の全体を作成する際にも参考にした．文

献２は特殊相対性理論，一般相対性理論の論文およびそれらに関連する幾つかの論文を英語で記述したものが載っている

本として扱われるものである．文献３は物理学の基礎を著者が学んだ本であり，本書の速度，位置の隔たりおよび時点の

隔たりについて考える際に参考にした．文献４はインターネット上でダウンロードしたファイルである．本書で使用して

いる真空中の光の速さは文献４に載っていた値である．the Committee on Data for Science and Technology は１９６６

年に the International Council for Science――日本語では国際科学会議となる．――の学際的な委員会として設立された

ことが文献４に説明されている．the Committee on Data for Science and Technology――日本語では科学技術データ委員

会となる．――の略称は CODATA である．２００８年現在は，CODATA の表示で文献４のようなファイルが提供されて

いる．そのようなファイルでは基礎定数の値を知ることができる．著者が文献４をダウンロードしたサイトは，National 

Institute of Standards and Technology――略称は NIST である．――のサイトである．National Institute of Standards 

and Technology――日本語では国立標準技術研究所となる．――は，the U.S. Department of Commerce に１９０１年に

設立された連邦機関であると，NIST のサイトで説明されている．the U.S. Department of Commerce は，日本語ではア

メリカ合衆国商務省となる．ここでの名称は２００８年現在のものとして使用した．文献５および文献６は‘反対ベクト

ル’および‘逆ベクトル’について著者が参考にした本である．文献 7 ではアインシュタインの特殊相対性理論の４次元

での速度ベクトルについて参考にした． 

２００８年現在の著者の専攻は，循環系の回路モデルである．著者が構築している循環系の回路モデル理論では，電気

の回路網の記号を応用した循環系の回路網でヒトの心臓血管系を解析する．その回路網では，著者が独自に定義したコン

プライアンス，流れの抵抗およびインダクタを電気回路論のコンデンサ，電気抵抗およびインダクタに対応を与えている．

本書は，著者のインターネット上での情報提供活動で使用する――循環系の回路モデルの参考資料でもある．――無償の

ファイルとして作成している．そのような情報提供活動で使用する循環系の回路モデルの論文および初心者向けの指導書

としては次のようなものを著者が作成した．文献８は，約１０年間の著者の研究成果――循環系の回路モデルの研究の成

果である．――の主な箇所を報告したファイルである．文献１６は著者が構築している循環系の回路モデル理論で使用す

る血流量の定義についての論文である．文献８では著者が構築している循環系の回路モデル理論にコンプライアンスおよ
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び流れの抵抗をコンデンサおよびオームの法則に従う電気抵抗に対応を与えている．文献１６では，その循環系の回路モ

デル理論にインダクタを導入して，電気回路論のインダクタに対応を与えた．このインダクタを定義するのに血流量を使

用した．この血流量の定義に電気回路論の電流の定義を応用した．ここで使用した電流の定義は，文献１４で著者が独自

に与えたものである．これらについて，循環系の回路モデルの初心者向けに著者が作成したファイルが文献９～文献１１

である．これらのファイルは無償である． 

文献１２は著者が微分積分学を学ぶのに使用した本である．本書の微分法は，ほとんどすべてにおいて文献１２の微分

法に学んで使用した．既に発行した文献１５でも文献１２で学んだ微分法を多く導入した． 

文献１３～文献１５は著者が構築している循環系の回路モデル理論で使用した電気の回路論を説明したものである．文

献１３では光の粒子として扱われる光子について説明をした．光子については本書の 3 章 4 節で扱う個所がある．文献１

４の付録では，本書でも使用している微分法論での微分可能性および線形結合について説明している．線形結合はローレ

ンツ変換に関係する事項である．文献１５では，真空中の光の速さをマクスウェルの方程式系から導出している． 

文献１６は著者がアインシュタインの特殊相対性理論のエネルギーおよび質量についての変換式を説明した無償の文献

である．文献１６では，本書で使用した速度の変換式を使用する．本書の３章４節で説明をした質量についての変換式を

文献１６で導出した． 

本書では‘誤り’がないことを保証はしない．本書の校正の作業は今後も行う予定である．本書の‘誤り’が見つかっ

た際には不定期に改訂を行い発行する予定である． 
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2 特殊相対性理論の時点の微分 

本書では慣性座標系での議論をする．この慣性座標系は，等速直線運動をする座標系であるものとする．ここの説明で

は，慣性座標系の区別はその慣性座標系の等速度で与えるものとする．等速直線運動とは，等速度運動を意味する．等速

度運動の等速度では速さおよび移動方向は変化をしない．速度は位置の隔たりおよび時点の隔たりを使用して定義する．

本書では，位置の差および時点の差をそれぞれ‘位置の隔たり’および‘時点の隔たり’と呼ぶ．速度の定義を使用する

と，位置の微分および時点の微分で速度を記述できる．アインシュタインの特殊相対性理論の位置の微分および時点の微

分は慣性座標系内の位置および時点を使用して記述する．この特殊相対性理論では，ローレンツ変換を使用して慣性座標

系の位置および時点を他方の慣性座標系の位置および時点に変換する．慣性座標系間の変換を与えるローレンツ変換の位

置および時点の式は，ニュートンの三つの運動法則で使用されている位置および時点の変換の式とは異なる． 

ニュートンの三つの運動法則とは，慣性の法則，運動の法則および作用反作用の法則のことである．ニュートンの三つ

の運動法則で使用する慣性座標系での物体の長さは，そのすべての慣性座標系で測定しても同じであるものと扱われる．

ニュートンの三つの運動法則で使用している時点は絶対時間と呼ばれるもので考えられている．絶対時間は外部からの影

響を受けない時間である．この絶対時間の解釈から，座標系が如何なる速度で移動していても絶対時間には影響を与える

ことはないものと仮定されている．そして，この絶対時間を使用した時点を他の慣性座標系の時点に変換しても，如何な

る変化も生じないものとなる．時計で時点を表すものとすると，すべての慣性座標系内のそれぞれの位置に対応する時計

の表す時点はすべて同じである．このことからは，慣性座標系のそれぞれの位置にそれぞれの時計を考える必要はない．

ニュートンの三つの運動法則で使用している慣性座標系では，物体の長さおよび時計の表す時点はすべての慣性座標系で

同じものとなる．このような慣性座標系では速さは無限大までも計算可能である． 

一方，アインシュタインの特殊相対性理論で使用するローレンツ変換では次のようになる．１つの慣性座標系上で静止

している物体の長さは他の慣性座標系のもつ等速度方向の空間の成分で記述することで収縮する．また，アインシュタイ

ンの特殊相対性理論で使用する時点は，慣性座標系間の変換では他方の慣性座標系の位置および時点の影響を受けるもの

である．このことから，１つの慣性座標系内のそれぞれの位置にそれぞれの時計――この時計で時点を表すものとする．

――を考えることになる．ローレンツ変換では慣性座標系の速さを真空中の光の速さ以上にならないものと一般に解釈さ

れる．そして，アインシュタインの特殊相対性理論で使用する慣性座標系で使用する質点の速さは，真空中の光の速さ以

上になることはないものと一般に解釈される． 

上述のように，ニュートンの三つの運動法則で使用されている位置および時点の変換はローレンツ変換とは異なる．こ

のニュートンの三つの運動法則の変換で使用されている位置の微分および時点の微分はローレンツ変換のものとは異なる．

これらの微分が異なることで，速度の変換の記述が異なるものとなる．２章では時点の微分について考察する．３章では

位置の微分について説明して，アインシュタインの特殊相対性理論で使用する速度の変換を考察する． 

 

 
ローレンツ変換は，アインシュタインの特殊相対性理論の公理を使用して導出できる．特殊相対性理論の公理は‘特殊

相対性原理’および‘光速の不変の原理’で与える二つである． 

特殊相対性原理：すべての慣性座標系で，物理法則は同じである． 

光速の不変の原理：すべての慣性座標系で，真空中の光の速さは同じ値である． 

‘特殊相対性原理’および‘光速の不変の原理’から，特殊相対性理論で使用する慣性座標系の位置および時点の関係を

与えることになる． 

本書では慣性座標系 S および慣性座標系 S1 を使用する．慣性座標系 S の空間の成分は（2.1）の記号を使用する．慣性
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座標系 S の時点の成分は（2.2）の記号を使用する．そして，慣性座標系 S1 の空間の成分は（2.3）の記号を使用する．慣

性座標系 S1 の時点の成分は（2.4）の記号を使用する． 
( )1.2,, Lzyx  

( )2.2Lt  
( )3.2,, 111 Lzyx  

( )4.21Lt  

慣性座標系 S1 の x1 成分および t1 成分で記述した慣性座標系 S の等速度を（2.5）で記述する．（2.5）は x1 軸の方向の等速

度である．また，慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度を（2.6）で記述する．（2.6）は x

軸方向の等速度である．図 2.1 に慣性座標系 S および慣性座標系 S1 の関係を示している． 
( ) ( )5.2 const.,11_ L=−= uuSS iu 慣性座標系 S1 の x1 成分および t1 成分で記述した慣性座標系 S の等速度 

( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

慣性座標系 S の x 軸および慣性座標系 S1 の x1 軸は同じ直線上にあるものと仮定する．（2.5）および（2.6）の右辺のベク

トルはそれぞれ x1 軸および x 軸の単位ベクトルである． 

 

アインシュタインの特殊相対性理論で使用する慣性座標系は，ニュートンの三つの運動法則で使用されている慣性座標

系とは異なる．アインシュタインの特殊相対性理論で使用する慣性座標系 S では光速の不変の原理を使用した関係式（2.7）

および（2.8）を満足する．また，アインシュタインの特殊相対性理論で使用する慣性座標系 S1 では光速の不変の原理を

使用した関係式（2.9）および（2.10）を満足する．慣性座標系 S の原点 O および慣性座標系 S1 の原点 O1 が一致してい

るときは（2.8）および（2.10）が成立することを仮定している．そして，（2.8）および（2.9）が成立しているときに，

慣性座標系 S の原点 O および慣性座標系 S1 の原点 O1 に，光源を仮定する．その光源から放射された光の球面の方程式と

して，（2.7）および（2.9）を記述できる． 
( )7.222222 Ltczyx ⋅=++  

( ) ( ) ( )8.20,0,0,0,,, L=tzyx 慣性座標系 S の空間および時点の成分で与えた座標 

( )9.22
1

22
1

2
1

2
1 Ltczyx ⋅=++  
( ) ( ) ( )10.20,0,0,0,,, 1111 L=tzyx 慣性座標系 S1 の空間および時点の成分で与えた座標 

慣性座標系の原点を光源とした光の球面の方程式（2.7）および（2.9）は特殊相対性原理および光速の不変の原理を満足

する．（2.7）および（2.9）の右辺には真空中の光の速さ（2.11）を記述している．CODATA の（2.11）の値は（2.12）と

図 2.1 慣性座標系

x x1 

y y1 

z z1 

u：S の x 成分および t 成分で記述した S1 の等速度 
慣性座標系 S 慣性座標系 S1

原点 O 原点 O1 
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なっている． 

( ) ( )2.110,0,1

00

L>≠
×

= cc
εμ

c  

( )2.12
s
m 458 792 299 L⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=c  

アインシュタインの特殊相対性理論で使用する慣性座標系では，（2.7）および（2.9）から（2.13）を不変の関係とする．

特殊相対性原理，光速の不変の原理および不変の関係式（2.13）を使用してローレンツ変換を導出できる．導出できたロ

ーレンツ変換から，アインシュタインの特殊相対性理論で使用する慣性座標系の速さは（2.5）および（2.6）で 0≦│u│

＜c を満足する．0≦│u│＜c では有限の速さになる真空中の光の速さ（2.11）を記述している．図 2.2 に簡単な説明を示

している． 
( )13.22

1
22

1
2

1
2

1
22222 Ltczyxtczyx ⋅−++=⋅−++  

 
真空中の光の速さ（2.11）は波動方程式（2.14）および波動方程式（2.15）から得られる．（2.14）の（2.16）は電場ベ

クトルを意味する．（2.15）の（2.17）は磁束密度ベクトルを意味する．波動方程式（2.14）および波動方程式（2.15）の

真空中の光の速さ（2.11）は定数である．定数である真空中の光の速さ（2.11）はそれぞれの慣性座標系上では同じ値（2.11）

となる．このことを光速の不変の原理でアインシュタインの特殊相対性理論の公理として与えている．（2.14）および（2.15）

の導出の方法は文献１４で与えている． 

( )2.1401
2

2

22

2

2

2

2

2

L=
∂
∂

×−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

tczyx
EEEE  

( )2.1501
2

2

22

2

2

2

2

2

L=
∂
∂

×−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

tczyx
BBBB  

( )2.16LE  
( )2.17LB  

（2.18）～（2.21）はローレンツ変換――特殊ローレンツ変換と呼ばれることもある．――である．ローレンツ変換の

（2.18）は慣性座標系 S1 のｘ1 軸上の値が慣性座標系 S のｘ軸上の値およびｔ軸上の値に関係を持つことを示している．

ローレンツ変換の（2.19）は慣性座標系 S1 のｙ1 軸上の値が慣性座標系 S のｙ軸上の値に等しいことを示している．ロー

レンツ変換の（2.20）は慣性座標系 S1 のｚ1 軸上の値が慣性座標系 S のｚ軸上の値に等しいことを示している．ローレン

図 2.2 アインシュタインの特殊相対性理論での慣性座標系

x 

y 

z 

慣性座標系 S 

x1 

y1 

z1 

u：S の x 成分および t 成分で記述した S1 の等速度 
慣性座標系 S1 

原点 O 
原点 O1 

慣性座標系 S の原点 O および慣性座標系

S1 の原点 O1 を t=t1=0 で一致させる． 
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ツ変換の（2.21）は慣性座標系 S1 のｔ1 軸上の値が慣性座標系 S のｘ軸上の値およびｔ軸上の値に関係を持つことを示し

ている．ただし，ローレンツ変換（2.18）～（2.21）では（2.22）を仮定している．一般には，（2.22）は（2.23）を満足

し区間（2.24）で定義されている．（2.24）の区間に対する（2.22）の値は（2.25）になる．慣性座標系 S の座標（2.8）

および慣性座標系 S1 の座標（2.10）を使用すると，ローレンツ変換（2.18）～（2.21）は不変の式となる（2.13）を満足

することは明らかである．ローレンツ変換（2.18）～（2.21）の逆変換を付録ⅰで導出した．ローレンツ変換（2.18）～

（2.21）は線形結合で記述しているものと解釈できる．数学的な線形結合についての説明は文献１４の付録で説明してい

ある． 
( ) ( )18.2 1 Ltuxx ⋅−⋅= γ  
( )19.2 1 Lyy =  
( )20.2 1 Lzz =  

( )21.2
21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
−⋅=

c
xutt γ  

( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ  

( )23.2 Lcu ≠  
( )24.2 Lcuc <<−  

( )25.2 1 L∞<≤ γ  

アインシュタインの特殊相対性理論の慣性座標系では次のように時計を考える．１つの慣性座標系内のそれぞれの位置

に 1 つの時計が対応するものとする．その時計で時刻を表す．１つの慣性座標系内のそれぞれの時計は同期しており，時

刻が一致する．しかし，時点の式（2.21）では，慣性座標系 S1 の時計は慣性座標系 S の時計とは同期していない．このこ

とは，慣性座標系 S1 の時計で表す時点の隔たりは慣性座標系 S の時計で表す時点の隔たりとは一致していないことを意味

する．この不一致については２章１節および２章２節で説明する．ただし，ここでは慣性座標系内の位置は空間の位置と

なる(x,y,z)および (x1,y1,z1)で示すものとする． 

 
慣性座標系 S のｘ軸の変数に対して（2.26）を仮定する．（2.26）を（2.21）の右辺に代入すると，（2.27）になる．慣

性座標系 S1 の t1（2.27）は慣性座標系 S の t 軸の変数 t を独立変数とする関数である． 
( )26.2)( Ltxx =  

( )27.2)()(
21 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
−⋅=

c
txuttt γ  

（2.27）の微分係数を（2.28）で記述する．微分係数（2.28）を使用して慣性座標系 S1 の時点の微分（2.29）を定義する．

慣性座標系 S1 の時点の微分（2.29）の（2.30）は慣性座標系 S の t 軸上に在る時点の隔たりである．時点の微分（2.29）

は（2.30）を独立変数とする 1 変数（2.30）についての関数である．時点の微分（2.29）では微分係数（2.28）は変数（2.30）

についての関数（2.29）の傾きを意味する．傾き（2.28）は定数である．慣性座標系 S1 の時点の微分（2.29）のグラフは

線形のグラフになる．このことから，慣性座標系 S の t 軸上にある時点 t の値を決定することで，慣性座標系 S1 の時点の

微分（2.29）で描くグラフの傾き（2.28）は決定する．微分係数（2.28）を使用して，3 章 3 節では無限小を導入した計

算を行う．無限小については，付録ⅱで説明した． 
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( ) ( ) ( )28.2lim)( 11

01 L
h

tthtt
tt

h

−+
≡′

→
 

( )29.2)()(d 11 Lhtttt ⋅′≡ （一変数）変数 h についての関数 

( )30.2Lh  

慣性座標系 S の t 軸上にある時点 t に（2.31）の関数を仮定する．関数（2.31）に微分係数（2.32）を仮定する．微分係

数（2.32）を使用して慣性座標系 S の時点の微分（2.33）を定義する．関数（2.31）および慣性座標系 S の時点の微分（2.33）

から（2.34）を記述できる．慣性座標系 S の時点の微分（2.34）は慣性座標系 S の t 軸上にある時点の隔たりである．慣

性座標系 S の時点の隔たりである慣性座標系 S の時点の微分（2.34）は（2.30）を独立変数とする 1 変数（2.30）につい

ての関数である．そして，慣性座標系 S の時点の微分（2.34）で描くグラフは傾き（2.32）の線形のグラフである． 
( )31.2)( Lttf =  

( )32.21lim)(
0

L=
−+

=′
→ h

thttf
h

 

( )33.21)()(d Lhhhtftf =⋅=⋅′=  
( )34.2d Lht =  

慣性座標系 S の時点の微分（2.34）を慣性座標系 S1 の時点の微分（2.29）の右辺に代入すると慣性座標系 S1 の時点の微

分（2.35）を記述できる．慣性座標系 S1 の時点の微分（2.35）で慣性座標系 S の t 軸上にある時点の隔たり（2.36）が成

立する場合は，微分係数（2.37）を記述できる．微分係数（2.37）の右辺は（2.28）の左辺である． 

( )35.2d)()(d 11 Lttttt ⋅′=  

( )36.20d L≠t  

( )37.2)(
d

)(d
1

1 Ltt
t
tt ′=  

2.1 慣性座標系 S1 の時計は慣性座標系 S の時計とは同期が取れていない． 
2 章で慣性座標系の各位置に時計を仮定した．それらの時計の表す時点およびそれらの時計の在る空間の位置を使用

して 4 次元の座標を与えることができる．その 4 次元の座標の各成分はローレンツ変換（2.18）～（2.21）を使用して

与えることになる． 

2 章 1 節および 2 章 2 節では，慣性座標系内に仮定した時計について説明する．そして，3 章 1 節ではそれらの時計の

在る空間の位置の隔たりについて説明する．3 章 1 節では質点を導入して，その位置の隔たりおよび時点の隔たりで，

その質点の位置を示す関数の平均変化率と速度の関係について説明する．2 章 1 節では質点は導入しないで，座標の点

のみの計算で時計の非同期について考察する． 

慣性座標系 S1 の座標（2.1.1）を仮定する．慣性座標系 S1 の座標（2.1.1）に対応する慣性座標系 S の座標（2.1.2）を

仮定する．同様に，慣性座標系 S1 の座標（2.1.3）を仮定する．慣性座標系 S1 の座標（2.1.3）に対応する慣性座標系 S

の座標（2.1.4）を仮定する． 
( ) ( )1.1.2,,, 1111 Lmmmm tzyx  
( ) ( )2.1.2,,, Lmmmm tzyx  
( ) ( )3.1.2,,, 1111 Lnnnn tzyx  
( ) ( )4.1.2,,, Lnnnn tzyx  
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ローレンツ変換の（2.21）を使用して，慣性座標系 S1 の座標（2.1.1）の時点を（2.1.5）で記述する．同様に，慣性座

標系 S1 の座標（2.1.3）の時点を（2.1.6）で記述する． 

( )5.1.2
21 L⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
xu

tt m
mm γ  

( )6.1.2
21 L⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
xu

tt n
nn γ  

慣性座標系 S のⅹ軸上での位置の隔たりを（2.1.7）で記述する．慣性座標系 S の t 軸上での時点の隔たりを（2.1.8）

で記述する．慣性座標系 S1 の t1 軸上での時点の隔たりを（2.1.9）で記述する． 
( )7.1.2Lnmmn xxx −≡Δ 慣性座標系 S の位置の隔たり 

( )8.1.2Lnmmn ttt −≡Δ 慣性座標系 S の時点の隔たり 
( )9.1.2111 Lnmmn ttt −≡Δ 慣性座標系 S1 の時点の隔たり 

時点の隔たり（2.1.9）の右辺に時点（2.1.5）および時点（2.1.6）を代入して，（2.1.7）および（2.1.8）を使用してまと

めると時点の隔たり（2.1.10）を記述できる．慣性座標系 S の‘位置の隔たり（2.1.7）’，‘時点の隔たり（2.1.8）’およ

び慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分で，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.10）が決定する．慣性座標系 S の時点

の隔たり（2.1.8）は慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.10）とは一致していない． 

( )10.1.2 
21 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnmnmn x

c
utt γ  

( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

時点の隔たり（2.1.9）に（2.1.11）を仮定する．（2.1.11）の場合は，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.9）から慣

性座標系 S1 の時点（2.1.12）になる．次に，慣性座標系 S の位置の隔たり（2.1.13）および慣性座標系 S の時点の隔た

り（2.1.14）を仮定する．慣性座標系 S の位置の隔たり（2.1.7）を使用すると，（2.1.13）では慣性座標系 S の位置の関

係（2.1.15）になる．慣性座標系 S の位置の関係（2.1.15）では，（2.1.15）の左辺の時計は，（2.1.15）の右辺の時計と

は異なる時計である． 
( )11.1.201 L=Δ mnt 慣性座標系 S1 の時点の隔たりの仮定 
( )12.1.211 Lnm tt =  

( )13.1.20L≠Δ mnx 慣性座標系 S の位置の隔たりの仮定 
( )14.1.20L≠Δ mnt 慣性座標系 S の時点の隔たりの仮定 
( )15.1.2Lnm xx ≠ 慣性座標系 S 内の 2 箇所に対応する時計を使用する．――二つの時計はそれぞれ異なる．―― 

慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.11）を慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.10）の左辺に代入すると，（2.1.16）に

なる．慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.16）から慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.17）を導出できる．慣性座標系

S の時点の隔たり（2.1.17）は，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.11）に対応する慣性座標系 S の時点の隔たりであ

る． 

( )16.1.20
2

Lmnmn x
c
ut Δ⋅⋅−Δ⋅= γγ  

( )17.1.2
2

Lmnmn x
c
ut Δ⋅=Δ  

慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.17）は（2.1.18）を満足する．慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.18）は仮定（2.1.14）

に一致する．（2.1.18）の場合は，慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.8）を使用すると慣性座標系 S の時点の関係（2.1.19）
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になる． 

( )18.1.20
2

L≠Δ⋅=Δ mnmn x
c
ut  

( )19.1.2Lnm tt ≠  

ローレンツ変換の（2.18）を使用して，慣性座標系 S1 の座標（2.1.1）のｘ1 成分（2.1.20）を記述する．同様に，慣

性座標系 S1 の座標（2.1.3）のｘ1 成分（2.1.21）を記述する． 
( ) ( )18.2 1 Ltuxx ⋅−⋅= γ  
( ) ( )20.1.2 1 Lmmm tuxx ⋅−⋅= γ  
( ) ( )21.1.2 1 Lnnn tuxx ⋅−⋅= γ  

慣性座標系 S1 の時点（2.1.12）で（2.1.22）を仮定する．慣性座標系 S1 内の時点（2.1.5）および（2.1.22）を使用して

慣性座標系 S1 内の時点（2.1.23）を記述する．慣性座標系 S1 内の時点（2.1.23）を使用して，（2.1.24）に記述できる．

（2.1.24）は慣性座標系 S 内の時点（2.1.25）に書き直せる． 
( )22.1.2111 Lcnm ttt ==  

( )5.1.2
21 L⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
xu

tt m
mm γ  

( )23.1.2
21 L⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
xu

tt m
mc γ  

( )24.1.21
2

L
γ

cm
m

t
c

xu
t =

⋅
−  

( )25.1.2
2

1 L
c

xut
t mc

m

⋅
+=

γ
 

慣性座標系 S 内の時点（2.1.25）を慣性座標系 S1 内の位置（2.1.20）の右辺に代入すると，（2.1.26）になる．慣性座標

系 S1 内の位置（2.1.26）の右辺は（2.1.27）に記述できる．慣性座標系 S1 内の位置（2.1.27）は（2.1.28）に記述でき

る．慣性座標系 S1 内の位置（2.1.28）は（2.1.29）にまとめることができる． 

( )26.1.2 
2

1
1 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅⋅−⋅=

c
xut

uxx mc
mm γ

γγ  

( )27.1.2 
2

2

11 L
c

xu
tuxx m

cmm

⋅
⋅−⋅−⋅= γγ  

( )28.1.2 1 12

2

1 Lcmm tux
c
ux ⋅−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅= γ  

( )29.1.2 1 12

2

1 Lcmm tux
c
ux ⋅−⋅−= 慣性座標系 S1 内の位置（x1m,ｙ1m,ｚ1m）の時計で時点（2.1.22）を表す． 

慣性座標系 S1 内の時点（2.1.6）および（2.1.22）を使用すると，慣性座標系 S1 内の時点（2.1.30）を記述できる．慣性

座標系 S1 内の時点（2.1.30）は慣性座標系 S 内の時点（2.1.31）に書き直すことができる．慣性座標系 S1 内の位置（2.1.21）

の右辺に（2.1.31）を代入すると，（2.1.32）を記述できる．慣性座標系 S1 内の位置（2.1.32）は（2.1.33）にまとめる

ことができる． 

( )6.1.2
21 L⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
xu

tt n
nn γ  



A LIFE COM. 
特殊相対性理論の速度の変換 

 
 

12

( )30.1.2
21 L⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
xu

tt n
nc γ  

( )31.1.2
2

1 L
c

xut
t nc

n

⋅
+=

γ
 

( )32.1.2 
2

1
1 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅⋅−⋅=

c
xut

uxx nc
nn γ

γγ  

( )33.1.2 1 12

2

1 Lcnn tux
c
ux ⋅−⋅−= 慣性座標系 S1 内の位置（x1n,ｙ1n,ｚ1n）の時計で時点（2.1.22）を表す． 

慣性座標系 S 内の位置の関係（2.1.15）の場合は，（2.1.29）および（2.1.33）では慣性座標系 S1 内の位置の関係（2.1.34）

になる．慣性座標系 S1 内の（2.1.34）の左辺の位置に対応する時計は（2.1.34）の右辺の位置に対応する時計とは異な

る．慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.11）は慣性座標系 S1 内の（2.1.34）の左辺および右辺のそれぞれの異なる二つ

の時計で表したものである． 
( )34.1.2 11 Lmm xx ≠ 慣性座標系 S1 内の 2 箇所に対応する時計を使用する．――二つの時計はそれぞれ異なる．―― 

慣性座標系 S1 の時点の隔たりが零である（2.1.11）の場合は，慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.18）の左辺は零で

はない．慣性座標系 S1 の位置（2.1.29）および位置（2.1.33）で時点（2.1.22）のときに同時に生じた出来事 A を仮定

する．慣性座標系 S では（2.1.15）の両辺の異なる位置でそれぞれの位置に対応する（2.1.19）の両辺の異なる時点のと

きに，この出来事 A は生じる． 
( )11.1.201 L=Δ mnt 慣性座標系 S1 の時点の隔たりの仮定 

( )18.1.20
2

L≠Δ⋅=Δ mnmn x
c
ut  

( )22.1.2111 Lcnm ttt ==  
( )15.1.2Lnm xx ≠  
( )19.1.2Lnm tt ≠  

慣性座標系 S の位置の隔たり（2.1.13）の左辺が大きくなると，慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.18）の左辺は大き

くなる．逆に，慣性座標系 S の位置の隔たり（2.1.13）の左辺が小さくなると，慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.18）

の左辺は小さくなる．このことは，慣性座標系 S1の時計は慣性座標系 Sの時計とは同期が取れていないことを意味する． 
( )13.1.20L≠Δ mnx  

2.2 等速度運動している質点が静止している慣性座標系の時間は短くなっている． 
慣性座標系 S1 の時点（2.1.5）の右辺に記述した慣性座標系 S の位置を（2.2.1）のように記述する．（2.2.1）は慣性

座標系 S 内の質点の位置を示す関数である．同様に，慣性座標系 S1 の時点（2.1.6）の右辺に記述した慣性座標系 S の

位置を（2.2.2）のように記述する．（2.2.2）は慣性座標系 S の質点の位置を示す関数である． 

( )5.1.2
21 L⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
xu

tt m
mm γ  

( )1.2.2)( Lmm txx =  

( )6.1.2
21 L⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
xu

tt n
nn γ  

( )2.2.2)( Lnn txx =  

慣性座標系 S 内の質点の位置（2.2.1）に対応する慣性座標系 S1 内の質点の位置を関数（2.2.3）で記述する．同様に，
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慣性座標系 S 内の質点の位置（2.2.2）に対応する慣性座標系 S1 内の質点の位置を関数（2.2.4）で記述する． 
( )3.2.2)( 111 Lmm txx =  
( )4.2.2)( 111 Lnn txx =  

慣性座標系 S 内の質点の位置（2.2.1）および位置（2.2.2）を使用した慣性座標系 S のⅹ成分での位置の隔たりを（2.2.5）

で記述する．慣性座標系 S の t 成分での時点の隔たりを（2.1.8）で記述する．慣性座標系 S1 の t1 軸上での時点の隔た

りを（2.1.9）で記述する． 
( )5.2.2 Lnmmnf xxx −≡Δ 位置の隔たり 

( )8.1.2Lnmmn ttt −≡Δ 時点の隔たり 
( )9.1.2111 Lnmmn ttt −≡Δ 時点の隔たり 

慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.9）の右辺に慣性座標系 S1 の時点（2.1.5）および時点（2.1.6）を代入して，慣性座

標系 S の時点の隔たり（2.1.8）および位置の隔たり（2.2.5）を使用してまとめると慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.6）

を記述できる．慣性座標系 S1 の等速度（2.6），慣性座標系 S の位置の隔たり（2.2.5）および時点の隔たり（2.1.8）で，

慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.6）が決定する．慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.8）は慣性座標系 S1 の時点の隔

たり（2.2.6）とは一致していない． 

( )6.2.2  21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnfmnmn x

c
utt γ 二つの慣性座標系間ではそれぞれの時点の隔たりが一致していない． 

( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.6）は（2.2.7）に書き直すことができる．慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.7）の

右辺の第一項には（2.2.8）を記述している．慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.7）の右辺の第二項には（2.2.9）を記

述している．（2.2.8）は慣性座標系 S の時点の隔たりよりもγで大きくなる．（2.2.9）は慣性座標系 S の位置の隔たり

よりもγで大きくなる．（2.2.8），（2.2.9）および慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分を与えることで，慣性座標系 S1

の時点の隔たり（2.2.7）の左辺は決定する． 

( )7.2.2 21 Lmnfmnmn x
c
utt Δ⋅⋅−Δ⋅=Δ γγ  

( )8.2.2 LmntΔ⋅γ 慣性座標系 S の時点の隔たりよりもγで大きくなる． 
( )9.2.2  LmnfxΔ⋅γ 慣性座標系 S の位置の隔たりよりもγで大きくなる． 

( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

（2.2.7）の右辺の第一項および第二項を考察することで，特殊相対性理論で使用している時計について知ることができ

る．ここで，（2.2.7）の右辺の第一項および第二項を考察する前に，慣性座標系内で静止している時計と移動している

時計の位置について考察する． 

 
慣性座標系 S 内で，（2.2.10）の左辺の時点で（2.2.11）の左辺の位置に在る質点が（2.2.10）の右辺の時点で（2.2.11）

の右辺の位置に在るものとする．この場合は，この質点が慣性座標系 S 内で移動したものと解釈できる．特殊相対性理

論では，この質点の在る慣性座標系 S 内の各位置にそれぞれ異なる時計が存在することを仮定している．このことから，

慣性座標系 S 内での（2.2.11）の左辺の時計で表した時点は（2.2.10）の左辺の時点である．慣性座標系 S 内での（2.2.11）

の右辺の時計で表した時点は（2.2.10）の右辺の時点である． 
( )10.2.2Lnm tt ≠  

( )11.2.2)()( Lnm txtx ≠ 慣性座標系 S 内のⅹ成分になる異なる２点 
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同様に，慣性座標系 S1 内で，（2.2.12）の左辺の時点で（2.2.13）の左辺の位置に在る質点が（2.2.12）の右辺の時点で

（2.2.13）の右辺の位置に在るものとする．この場合は，この質点が慣性座標系 S1 内で移動したものと解釈できる．特

殊相対性理論では，この質点の在る慣性座標系 S1 内の各位置にそれぞれ異なる時計が存在することを仮定している．こ

のことから，慣性座標系 S1 内での（2.2.13）の左辺の時計で表した時点は（2.2.12）の左辺の時点である．慣性座標系

S1 内での（2.2.13）の右辺の時計で表した時点は（2.2.12）の右辺の時点である． 
( )12.2.211 Lnm tt ≠  

( )13.2.2)()( 1111 Lnm txtx ≠ 慣性座標系 S1 内のⅹ1 成分になる異なる２点 

（2.2.10）および（2.2.12）の両辺の時点はそれぞれの慣性座標系内の異なる 2 箇所に対応する異なる二つの時計で表し

た時点である．次に，それぞれの慣性座標系内で静止している場合の時計およびその時計の移動について考える． 

慣性座標系 S 内の 1 点に静止している質点は慣性座標系 S1 内では移動していることになる．逆に，慣性座標系 S1 内

の 1 点に静止している質点は慣性座標系 S 内では移動していることになる． 

そして，この質点の在る慣性座標系 S 内の各位置にそれぞれ異なる時計が存在する．このことから，（2.2.14）の左辺の

時点および右辺の時点は，慣性座標系 S 内の位置（2.2.14）に対応する時計と同じ時計で表した時点である．同様に，

この質点の在る慣性座標系 S1 内の各位置にそれぞれ異なる時計が存在する．このことから，（2.2.15）の左辺の時点およ

び右辺の時点は，慣性座標系 S1 内の位置（2.2.15）に対応する時計と同じ時計で表した時点である． 
( )14.2.2)()( Lnm txtx = 慣性座標系 S 内のⅹ成分になる１点 
( )15.2.2)()( 1111 Lnm txtx = 慣性座標系 S1 内のⅹ1 成分になる１点 

位置（2.2.14）は（2.2.10）および（2.2.16）の両方の場合で考えることができる．同様に，位置（2.2.15）は（2.2.12）

および（2.2.17）の両方の場合で考えることができる． 
( )16.2.2Lnm tt =  
( )17.2.211 Lnm tt =  

ここまでで，（2.2.6）および（2.2.7）の考察に必要な‘質点の位置およびその位置の時計’の関係についての説明を終

了する．次に，（2.2.7）の右辺の第一項および第二項を考察する． 

 
（2.2.7）で慣性座標系 S の時点の隔たりが（2.2.18）の場合を考える．慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.8）を使用

すると，（2.2.18）から，慣性座標系 S の時点（2.2.19）が成立する．（2.2.19）が成立するならば，質点の位置を示す関

数（2.2.1）および（2.2.2）から位置の関係（2.2.20）が成立する．慣性座標系 S の位置（2.2.20）が成立する場合は，

慣性座標系 S の位置の隔たり（2.2.5）から慣性座標系 S の位置（2.2.21）になる．（2.2.20）では，慣性座標系 S 内の位

置（2.2.20）の 1 つの時計で時点（2.2.19）を表していることになる．慣性座標系 S の時点の隔たり（2.2.18）および慣

性座標系 S の位置の隔たり（2.2.21）を慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.6）に代入すると（2.2.22）が成立する． 

( )7.2.2 21 Lmnfmnmn x
c
utt Δ⋅⋅−Δ⋅=Δ γγ  

( )18.2.20L=Δ mnt  
( )19.2.2Lnm tt =  

( )20.2.2)()( Lnm txtx = 慣性座標系 S 内の 1 箇所に対応する 1 つの時計を使用する． 
( )21.2.20 L=Δ mnfx  

( )22.2.2 01 L=Δ mnt  

（2.2.22）を使用すると，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.9）から（2.2.23）を記述できる．慣性座標系 S1 の位置（2.2.3）
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および慣性座標系 S1 の位置（2.2.4）を使用すると，（2.2.23）の場合は質点の位置の関係（2.2.24）になる．（2.2.24）

では，慣性座標系 S1 内の位置（2.2.24）の 1 つの時計で時点（2.2.23）を表していることになる． 
( )23.2.211 Lnm tt =  

( )24.2.2)()( 1111 Lnm txtx = 慣性座標系 S1 内の 1 箇所に対応する 1 つの時計を使用する． 

慣性座標系 S の時点の隔たり（2.2.18）の場合は，（2.2.6）および（2.2.7）は慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.22）

になる．このことでは，（2.2.6）および（2.2.7）では慣性座標系 S 内の１箇所に在る質点の位置（2.2.20）で同時に生

じた出来事は，慣性座標系 S1 内の１箇所に在る質点の位置（2.2.24）で同時に生じる． 

一方，2 章 1 節で考察した（2.1.10）では，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.11）および慣性座標系 S の位置の隔た

り（2.1.15）が成立する場合は，（2.1.18）になる．時点の隔たり（2.1.11）は，（2.1.34）の両辺の異なる位置の異なる

時計で表した時点の隔たりである．慣性座標系の 4 次元の座標のみで導出した（2.1.10）では，質点の位置を示す関数

で導出した（2.2.6）および（2.2.7）とは次のように異なる．慣性座標系 S1 内での（2.1.34）の両辺の異なる位置で同時

に，出来事 A は生じたものと仮定する．慣性座標系 S 内での（2.1.15）の両辺の異なる位置で時点の隔たり（2.1.18）

を経て出来事 A は生じる．慣性座標系 S1 内で同時に生じた出来事 A は慣性座標系 S 内では同時に生じてはいない． 

( )10.1.2 
21 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnmnmn x

c
utt γ  

( )11.1.201 L=Δ mnt  

( )15.1.2Lnm xx ≠ 慣性座標系 S 内の 2 箇所に対応する異なる時計を使用する． 

( )18.1.20
2

L≠Δ⋅=Δ mnmn x
c
ut  

( )34.1.2 11 Lmm xx ≠ 慣性座標系 S1 内の 2 箇所に対応する異なる時計を使用する．――位置の関係―― 

慣性座標系 S の位置の隔たり（2.2.25）が成立する場合は，（2.2.5）から慣性座標系 S の位置（2.2.26）になる．慣性

座標系 S 内の位置（2.2.26）の時計で表す時点の隔たりを（2.2.27）で仮定する．（2.2.27）の場合は，（2.1.8）から慣性

座標系 S の時点の関係（2.2.28）になる．慣性座標系 S1 内の時点の隔たりを（2.2.29）で仮定する．（2.2.29）の場合は，

（2.1.9）から慣性座標系 S1 の時点の関係（2.2.30）になる． 
( )25.2.20 L=Δ mnfx  

( )26.2.2)()( Lnm txtx = 慣性座標系 S 内の 1 箇所に対応する 1 つの時計を使用する． 
( )27.2.20L≠Δ mnt 慣性座標系 S 内の時点の隔たりの仮定 

( )28.2.2Lnm tt ≠ 慣性座標系 S 内の時点の関係 
( )29.2.201 L≠Δ mnt 慣性座標系 S1 内の時点の隔たりの仮定 
( )30.2.211 Lnm tt ≠ 慣性座標系 S1 内の時点の関係 

慣性座標系 S の質点の位置を示す関数（2.2.26）に（2.2.31）を仮定する――図 2.1 に簡単な説明を与えた．――．慣性

座標系 S の位置（2.2.31）を使用すると，ローレンツ変換の（2.18）から（2.2.32）および（2.2.33）を記述できる．慣

性座標系 S 内の時点の関係（2.2.28）が成立する場合は，（2.2.32）および（2.2.33）から慣性座標系 S1 内の位置の関係

（2.2.34）になる――図 2.2 に簡単な説明を与えた．――．慣性座標系 S1 内での（2.2.34）の左辺の時計は，（2.2.34）

の右辺の時計とは異なる．慣性座標系 S1 内の時点の関係（2.2.30）から，（2.2.34）の左辺の時計で表す時点は（2.2.34）

の右辺の時計で表す時点とは異なることになる． 
( )31.2.2)()( Lcnm xtxtx ==  

( ) ( )32.2.2 1 Lmcm tuxx ⋅−⋅= γ  
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( ) ( )33.2.2 1 Lncn tuxx ⋅−⋅= γ  

( )34.2.2)()( 1111 Lnm txtx ≠ 慣性座標系 S1 内の 2 箇所に対応する異なる時計を使用する． 

 

 
( ) ( )5.2 const.,11_ L=−= uuSS iu 慣性座標系 S1 の x1 成分および t1 成分で記述した慣性座標系 S の等速度 

慣性座標系 S の位置の隔たり（2.2.25）を慣性座標系 S1 内の時点の隔たり（2.2.6）あるいは（2.2.7）の右辺に代入す

ると，（2.2.35）になる．（2.2.35）では慣性座標系 S の時点の隔たりよりも慣性座標系 S1 の時点の隔たりはγで大きく

なる．（2.2.35）の左辺の二つの時点は，慣性座標系 S1 内の（2.2.34）の両辺の異なる位置のそれぞれの時計で表した時

点である． 
( )35.2.2 1 Lmnmn tt Δ⋅=Δ γ 慣性座標系 S1 内の 2 箇所に対応する異なる時計を使用する． 

慣性座標系 S1 内の時点の隔たり（2.2.35）は慣性座標系 S 内の時点の隔たり（2.2.36）に書き直すことができる．（2.2.36）

では慣性座標系 S1 の時点の隔たりよりも慣性座標系 S の時点の隔たりは 1/γで小さくなる．（2.2.36）の右辺の係数は

（2.2.37）になる．一般に，（2.2.37）は区間（2.2.38）内にある． 

( )36.2.2 1
1 Lmnmn tt Δ⋅=Δ

γ
慣性座標系 S 内の 1 箇所に対応する 1 つの時計を使用する． 

( ) ( )37.2.2 const.11
2

2

L=−=
c
u

γ
 

( )38.2.2 110 L≤<
γ

 

慣性座標系 S の位置（2.2.26）では，質点は慣性座標系 S 内の位置に静止していることを意味する．慣性座標系 S1

x 

y 

z 

慣性座標系 S 

原点 O 

Ｓに静止する質点 

xc：Ｓに静止する質点の座標のｘ成分 

図 2.1 慣性座標系Ｓ内に静止する質点 

uS_S1：S1 の x1 成分および t1 成分で 

記述した S の等速度（2.5） 

慣性座標系 S1 

y1 

z1 

x1 
原点 O1 

Ｓ1 内を uS_S1 で移動する質点 

図 2.2 慣性座標系Ｓ1 内を移動する質点 
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内の位置の関係（2.2.34）では，その質点は慣性座標系 S1 内の異なる位置に移動していることを意味する．これらのこ

とでは，（2.2.36）の左辺は慣性座標系 S1 内で移動している質点の慣性座標系 S 内での位置（2.2.31）の１つの時計で表

す時点の隔たりである．一方，（2.2.35）の左辺は質点が移動している慣性座標系 S1 内で静止している二つの時計の表す

時点の隔たりである．これらの静止している時計は，慣性座標系 S1 内での位置の関係（2.2.34）の両辺の位置に対応す

る二つの異なる時計である． 

（2.2.36）を（2.2.39）に書き直す．或る慣性座標内で移動している質点が静止している他の慣性座標系内の位置に対

応する１つの時計で表す時点の隔たりは（2.2.39）の左辺である．その質点が移動している慣性座標系内で静止してい

る二つの異なる時計で表す時点の隔たりは（2.2.39）の右辺の時点の隔たり――係数（2.2.37）は含まない．――である． 

ただし，それぞれの時計は，質点の位置に対応する時計である．そして，質点は等速度運動をしているものとする．

（2.2.39）の両辺の添え字には各慣性座標系内の時点の隔たりを表すのに使用した時計――時計は質点の位置に対応す

る．――の個数を示した． 

( )39.2.21
ocksrest_twoclitytant_velocclock_consmoving_one Ltt Δ⋅=Δ  

γ
 

一般に（2.2.39）の符号が（2.2.40）を満足する場合は，次のように表現をすることができる．‘等速度運動している質

点が静止している慣性座標系の時間は短くなっている．’（2.2.39）および（2.2.40）は（2.2.41）および（2.2.42）を満

足するものとする． 

( )40.2.201
ocksrest_twoclitytant_velocclock_consmoving_one L>Δ⋅=Δ tt  

γ
等速度運動している質点が静止し続ける座標系の時間は短くなっている． 

( )41.2.2itytant_velocclock_consmoving_one Lmntt Δ=Δ 慣性座標系 S 内の 1 箇所に対応する１つの時計で表す時点の隔たり 

( )42.2.21ocksrest_twocl Lmntt Δ=Δ 慣性座標系 S1 内の 2 箇所に対応する異なる時計で表す時点の隔たり 

 

 
慣性座標系 S1 の時点の微分は（2.29）で与えた．（2.29）の右辺の傾きは（2.2.43）であることも既に説明した．（2.2.44）

が成立する場合は，慣性座標系 S1 の時点の微分（2.29）は（2.2.45）になる． 

( )29.2)()(d 11 Lhtttt ⋅′≡  

( )43.2.2const.)(1 L=′ tt  

( )44.2.20L=h 仮定 

( )45.2.20)()(d 11 L=⋅′= htttt  

慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.6）は係数（2.22）を使用すると，（2.2.46）に書き直すことができる．慣性座標系

S1 の時点の隔たり（2.2.46）は時点の隔たり（2.1.8）および位置の隔たり（2.2.5）を変数として扱うことができる． 

( )6.2.2  21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnfmnmn x

c
utt γ  

( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ  
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( )46.2.2 
1

2

2

 2

1 L

c
u

x
c
ut

t
mnfmn

mn

−

Δ⋅−Δ
=Δ  

( )8.1.2Lnmmn ttt −≡Δ 時点の隔たり 
( )5.2.2 Lnmmnf xxx −≡Δ 位置の隔たり 

慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.8）を（2.2.47）のように記述する場合は，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.46）

は（2.2.48）に記述できる．（2.2.49）が成立する場合は，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.48）は（2.2.50）に書き

直すことができる．２００８年現在の物理学では，一般的には慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.50）では（2.2.51）

を満足するものとする．一方，慣性座標系 S1 の時点の微分（2.2.45）は零をとることができる．慣性座標系 S1 の時点の

隔たり（2.2.51）は慣性座標系 S1 の時点の微分（2.2.45）が取れる零にはならない．このことで，慣性座標系 S1 の時点

の微分（2.29）は慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.46）とは異なることは明らかである． 
( )47.2.2 Lhtmn =Δ 仮定 

( )48.2.2 
1

2

2

 2

1 L

c
u

x
c
uh

t
mnf

mn

−

Δ⋅−
=Δ  

( )49.2.20 L≠h 仮定 

( ) ( )50.2.20 
1

1

2

2

 

2

1 L≠×

−

Δ
⋅−

=Δ h,h

c
u

h
x

c
u

t

mnf

mn  

( ) ( )51.2.200
1

1

2

2

2

1 L≠≠×

−

Δ
⋅−

=Δ h,h

c
u

h
x

c
u

t

mnf

mn  
 

 

さらに，（2.2.52）を仮定すると，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.51）は（2.2.53）に書き直すことができる．もし，

仮定（2.2.54）が成立するならば，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.53）から（2.2.55）になる． 
( )52.2.211 L ht mn =Δ 仮定 

( ) ( )53.2.200
1

1

2

2

2

1 L≠≠×

−

Δ
⋅−

= h,h

c
u

h
x

c
u

h

mnf

 
 

 

( )54.2.211 Lht =d 仮定 
( )55.2.20d 1 L≠t  

一方，慣性座標系 S の時点の微分（2.34）を使用して，慣性座標系 S1 の時点の微分（2.29）を（2.35）で記述できるこ

とは既に示した．仮定（2.36）が成立するときに，慣性座標系 S1 の時点の微分（2.35）から微分係数（2.37）に記述で

きることも既に説明した．（2.2.55）および微分係数（2.37）を使用すると，微分係数の関係式（2.2.56）になることは
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明らかである．３章では，微分係数の関係式（2.2.56）をここでの考察よりも厳密に導出する． 
( )34.2d Lht =  

( )35.2d)()(d 11 Lttttt ⋅′=  

( )36.20L≠td 仮定 

( )37.2)(
d

)(d
1

1 Ltt
t
tt ′=

 

( )56.2.20
d

)(d 1 L≠
t
tt  

 

 
慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.50）では仮定（2.2.57）が成立すると，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.51）

になる．仮定（2.2.57）では（2.2.58）になる．（2.2.58）の（2.2.59）は平均変化率である．この平均変化率（2.2.59）

は１次元の空間の或る時点に対応する速度に見なすことができる．（2.2.58）では，1 次元で考えると，或る時点に対応

する速度（2.2.59）および慣性座標系 S1 の等速度との積が真空中の光の速さの 2 乗に等しくはないことを記述している．

ただし，慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分は１次元の x 軸方向のみで考えると，慣性座標系 S1 の等速度と見なせる．

（2.2.58）では，アインシュタインの特殊相対性理論で扱う速度の制限について記述している．このような速度の制限

については，3 章 4 節でも考察する． 

( ) ( )57.2.2001
2

L≠≠
Δ
⋅− h,

h
x

c
u mnf   

仮定 

( ) ( )58.2.202 L≠≠
Δ
⋅ h,c

h
x

u mnf    

( ) ( )59.2.20 L≠
Δ

h,
h

x mnf   
一次元の空間の或る時点に対応する速度と看做せる平均変化率 

( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 
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3 特殊相対性理論の速度の変換式 

2 章ではローレンツ変換（2.18）～（2.21）を示した．そして，ローレンツ変換の（2.21）および位置を示す関数（2.26）

を使用して，2 章で時点の微分の定義を記述した．2 章 1 節ではローレンツ変換の（2.18）および（2.21）を使用して，慣

性座標系 S の座標および慣性座標系 S1 の座標の成分となる二つの時点の隔たりを記述した．そして，2 章 1 節では，‘慣

性座標系 S の時計は慣性座標系 S1 の時計とは同期が取れていない’ことを説明した．2 章 2 節では，慣性座標系 S の座標

および慣性座標系 S1 の座標の成分となる空間の点に質点の位置を示す関数を対応させて，時点の隔たりを記述した．その

時点の隔たりの式から，‘等速度運動している質点が静止している慣性座標系の時間は短くなっている’ことを説明した． 

速度を考察する際には，質点の位置を示す関数で記述する位置の隔たりも必要である．3 章 1 節では質点の位置を示す

関数を使用して，位置の隔たりの式および時点の隔たりの式が慣性座標系（2.6）の成分から計算できる近似の計算を説明

する．さらに，位置の隔たりの式から導出できる‘等速度運動する物体の長さの収縮’について説明する． 
( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

3 章 2 節では，質点および微分係数を使用して各時点に対応する 1 次元の速度の定義を与える．そして，1 次元の速度を

使用して，質点の位置を示す関数の微分を定義する．その関数の微分および時点の微分を使用して，微分係数である 1 次

元の速度を微分の記号で記述する．空間の三つの成分にそれぞれ定義した 1 次元の速度を使用して，3 次元の速度を定義

する． 

3 章 3 節では，アインシュタインの特殊相対性理論での速度の変換を導出する．速度の変換の導出は合成関数を使用する

二つの方法で説明する．最初に説明するものは合成関数の微分法を使用する方法である．他方のものは，位置の隔たりお

よび時点の隔たりを使用して，1 次元の速度の定義から導出する方法である．著者は，合成関数の微分法からの導出を好

んでいる． 

3 章 4 節では，導出した速度の変換に与えられている運動の制限について簡単に説明する．また，アインシュタインの特

殊相対性理論の質量――相対論的質量と呼ぶ．――で考察できる速さの制限について説明する．時点の微分を記述する速

度と速度の変換との関係についても説明する． 

3.1 特殊相対性理論の位置の隔たりおよび等速度運動する物体の長さの収縮 
3 章 1 節では，特殊相対性理論の物体の長さの収縮について説明する．2 章 2 節で使用した（2.2.1）～（2.2.4）を使

用する．（2.2.1）～（2.2.4）は慣性座標系 S および慣性座標系 S1 の質点の位置を示すｘ成分およびｘ1 成分の関数であ

る． 
( )1.2.2)( Lmm txx = 慣性座標系 S の位置のｘ成分 
( )2.2.2)( Lnn txx = 慣性座標系 S の位置のｘ成分 
( )3.2.2)( 111 Lmm txx = 慣性座標系 S1 の位置のｘ1 成分 
( )4.2.2)( 111 Lnn txx = 慣性座標系 S1 の位置のｘ1 成分 

ローレンツ変換の（2.18）を使用して，（2.2.3）の左辺を（3.1.1）で記述する．同様に，（2.2.4）の左辺を（3.1.2）で

記述する．（3.1.1）および（3.1.2）の右辺には，（2.22）を仮定している． 
( ) ( )18.2 1 Ltuxx ⋅−⋅= γ  

( ) ( )1.1.3 1 Lmmm tuxx ⋅−⋅= γ 慣性座標系 S1 の位置のｘ1 成分 
( ) ( )2.1.3 1 Lnnn tuxx ⋅−⋅= γ 慣性座標系 S1 の位置のｘ1 成分 

( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ  
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さらに，2 章で使用した（2.1.8），（2.1.9）および（2.2.5）を３章１節でも使用する．そして，慣性座標系 S1 の位置の

隔たり（3.1.3）を記述する． 
( )8.1.2Lnmmn ttt −≡Δ 慣性座標系 S の時点の隔たり 
( )9.1.2111 Lnmmn ttt −≡Δ 慣性座標系 S1 の時点の隔たり 
( )5.2.2 Lnmmnf xxx −≡Δ 慣性座標系 S の位置の隔たり 
( )3.1.3111 Lnmmnf xxx −≡Δ 慣性座標系 S1 の位置の隔たり 

（3.1.3）の右辺に（3.1.1）および（3.1.2）を代入して，慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.8）および 1 つの質点の位

置の隔たり（2.2.5）を使用すると慣性座標系 S1 内での 1 つの質点の位置の隔たり（3.1.4）を記述できる．（3.1.4）は（3.1.5）

に記述できる． 
( ) ( )4.1.3  1 Lmnmnfmnf tuxx Δ⋅−Δ⋅=Δ γ 慣性座標系 S1 での 1 つの質点の位置の隔たり 

( )5.1.3  1 Lmnmnfmnf tuxx Δ⋅⋅−Δ⋅=Δ γγ  

慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.7）と同様に，（3.1.4）の右辺には（2.2.8）および（2.2.9）が記述してある．（2.2.8）

は（2.2.7）では第一項に記述してあるが，（3.1.5）では第二項に記述してある．（2.2.9）は（2.2.7）では第二項に記述

してあるが，（3.1.5）では第一項に記述してある．慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分は（2.2.7）の第二項，（3.1.5）

の第二項および（2.22）に記述されている．（2.2.7）および（3.1.5）の第二項にはマイナスの記号が示されている．こ

のマイナス記号および慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分のために，（2.2.7）および（3.1.5）の符号は，（2.2.8）およ

び（2.2.9）のみでは決定しない．（2.2.7）および（3.1.5）の第二項に記述した慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分が，

（2.2.7）および（3.1.5）の符号の決定に関係する．また，次のように，慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分を使用し

た近似の計算を（2.2.7）および（3.1.5）に行うことで近似の計算の記述を導出できる． 

( )7.2.2 21 Lmnfmnmn x
c
utt Δ⋅⋅−Δ⋅=Δ γγ 慣性座標系 S1 の時点の隔たり 

( )8.2.2 LmntΔ⋅γ 慣性座標系 S の時点の隔たりよりもγで大きくなる． 
( )9.2.2  LmnfxΔ⋅γ 慣性座標系 S の位置の隔たりよりもγで大きくなる． 

( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

一般的には，（2.2.7）および（3.15）は慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分が真空中の光の速さに近いほど強く現れる．

逆に，慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分が真空中の光の速さから遠いほど（2.2.7）および（3.15）は弱く現れる．

もし，慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分が（3.1.6）を満足して係数（3.1.7）であるならば，（2.2.7）および（3.1.5）

の右辺は近似の計算でそれぞれ（3.1.8）および（3.1.9）になる． 
( )6.1.3 Lcu ≪  

( ) ( )7.1.3 const.1≒ L=γ  

( ) ( )8.1.3 7.2.2 LmntΔの右辺の場合：  
( ) ( )9.1.3  5.1.3  Lmnmnf tux Δ⋅−Δの右辺の場合：  

 

 
慣性座標系 S のｘ軸に真っ直ぐに沿って静止させた真っ直ぐな棒を仮定する．慣性座標系Ｓ1 に静止する質点を仮定

する――図 3.1 および図 3.2 に簡単な説明を与えた．――．そして，この静止した質点の位置――慣性座標系Ｓ1 内の位

置のこと．――から計算すると，慣性座標系Ｓ1 内に静止する質点の位置の隔たり（3.1.4）の左辺に（3.1.10）を仮定で

きる．（3.1.4）の右辺に記述してある慣性座標系 S の位置の隔たりに（3.1.11）を仮定する．（3.1.4）の左辺に（3.1.10）
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を代入すると，慣性座標系Ｓ内での質点の位置の隔たり（3.1.12）を導出できる． 
( )10.1.301 L=Δ mnfx 慣性座標系Ｓ1 内に静止する質点の位置の隔たりの仮定――１つの時計で時刻を表す．―― 

( )11.1.3 0 L≠Δ mnfx 二つの時計で時刻を表す． 
( )12.1.3  Lmnmnf tux Δ⋅=Δ  

 

 
 

慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.2.6）に時間（3.1.13）を仮定する．慣性座標系Ｓ1 内での１つの質点の位置の隔た

り（3.1.10）を使用して，（3.1.3）から慣性座標系Ｓ1 内の質点の位置（3.1.14）を導出できる．慣性座標系 S1 の時間（3.1.13）

は，慣性座標系 S 内に静止している棒の両端が慣性座標系 S1 内に静止する１つの質点の位置の（3.1.14）を通り過ぎる

時間であるものとする．（3.1.13）から（3.1.15）を記述できる．（3.1.15）を（3.1.16）に書き直せる．ただし，慣性座

標系 S1 内での棒の両端の座標を記述する二つのｘ1 成分と１つの質点の位置の（3.1.14）との一致についてのことであ

る． 

( )6.2.2  21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnfmnmn x

c
utt γ  

( )13.1.30  21 L>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnfmnmn x

c
utt γ  

( )14.1.311 Lnm xx = 慣性座標系 S1 内に静止する１つの質点の位置 

( )15.1.30  2
L>Δ⋅−Δ mnfmn x

c
ut  

y 

z 

x 
原点 O 

u S1_S：S の x 成分および t 成分で記述した S1 の等速度 

棒 

S 内を等速度で x 軸に平行に移動する質点 
慣性座標系 S 

図 3.1 慣性座標系Ｓ内に静止している棒 

x1 

y1 

z1 

u S1_S：S の x 成分および t 成分で記述した

S1 の等速度 

慣性座標系 S1 

原点 O1 

Ｓ１に静止する質点 

x1n：Ｓ1 に静止する質点の座標のｘ1 成分 

図 3.2 慣性座標系Ｓ1 内に静止する質点 
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( )16.1.3  2
Lmnfmn x

c
ut Δ⋅>Δ  

（3.1.16）の右辺に記述した慣性座標系 S の位置の隔たりに（3.1.12）を代入すると，（3.1.17）になる．（3.1.17）から

（3.1.18）を導出できる．（3.1.18）は慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分と真空中の光の速さとの関係を満足してい

る．（3.1.17）を（3.1.19）に書き直す．（3.1.19）には（3.1.20）を仮定している．（3.1.20）を使用すると，（3.1.19）か

ら時間（3.1.21）になる．慣性座標系 S 内に静止している棒の両端が慣性座標系 S1 の質点の位置（3.1.14）を通り過ぎ

る慣性座標系 S1 内の時間（3.1.13）に対応する慣性座標系 S 内の時間が，（3.1.21）である．この棒の議論では，時間（3.1.21）

を使用すると（3.1.12）は（3.1.22）になるものとする．（3.1.22）は慣性座標系 S 内のｘ成分で記述した棒のｘ軸方向

の長さである． 

( )17.1.3 
2

2

Lmnmn t
c
ut Δ⋅>Δ  

( )18.1.3 22 Luc >  

( )19.1.3 01
2

2

L>Δ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− mnt

c
u  

( )20.1.3 01
2

2

L>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

c
u  

( )21.1.3 0L>Δ mnt  
( ) ( )22.1.300,  L>>Δ⋅=Δ utux mnmnf  

（2.2.5）を使用すると，（3.1.11）から慣性座標系 S の位置の関係（3.1.23）を記述できる．慣性座標系 S1 の時間（3.1.13）

は（3.1.14）の位置の１つの時計で表す時間である．慣性座標系 S の時間（3.1.21）は慣性座標系 S 内に在る（3.1.23）

の両辺の異なる位置の異なる時計で表す時間である．（3.1.23）の両辺に記述した慣性座標系 S 内の位置はそれぞれ慣性

座標系 S 内に静止した棒の両端の位置である．慣性座標系 S 内に静止した棒の両端の位置に慣性座標系 S1 での（3.1.14）

の位置が一致した場合を仮定する．この棒の両端に慣性座標系 S1 の（3.1.14）の位置が一致したときの慣性座標系 S 内

の時点は二つある．この二つの時点で慣性座標系 S の時間（2.1.8）を記述できる――図 3.3 に簡単な説明を与えた．―

―． 
( )23.1.3Lnm xx ≠  

( )8.1.2Lnmmn ttt −≡Δ 慣性座標系 S の時点の隔たり 

 

（3.1.13）から慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.8）を導出する．（3.1.13）を（3.1.24）に書き直す．（3.1.24）から

慣性座標系 S の時点の隔たり（3.1.25）を記述できる． 

x 

棒 

u･Δtmn 
慣性座標系Ｓ内の棒の長さ 

原点 O 

慣性座標系 S y 

z 

図 3.3 慣性座標系Ｓ内の棒の長さ 
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( )24.1.3  2
1 Lmnfmn

mn x
c
ut

t
Δ⋅−Δ=

Δ
γ

 

( )25.1.3  2
1 Lmnf

mn
mn x

c
ut

t Δ⋅+
Δ

=Δ
γ

 

（3.1.12）の右辺の慣性座標系 S の時点の隔たりに（3.1.25）を代入すると，（3.1.26）になる．（3.1.26）から（3.1.27）

を記述できる．（3.1.27）を（3.1.28）に書き直す．（3.1.28）を（3.1.29）に整理する． 
( )12.1.3  Lmnmnf tux Δ⋅=Δ  

( )26.1.3  2
1

 L⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ⋅+

Δ
⋅=Δ mnf

mn
mnf x

c
ut

ux
γ

 

( )27.1.3  2

2
1

 Lmnf
mn

mnf x
c
ut

ux Δ⋅+
Δ
⋅=Δ

γ
 

( )28.1.3 1
 2

2

 L
γ

mn
mnfmnf

t
ux

c
ux

Δ
⋅=Δ⋅−Δ  

( )29.1.3 1 1
 2

2

L
γ

mn
mnf

t
ux

c
u Δ

⋅=Δ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  

（2.22）から（3.1.30）を記述できる．（3.1.30）を使用すると，（3.1.29）は（3.1.31）に記述できる． 

( )30.1.30 
1

1

2

2
2 L>

−
=

c
u

γ  

( )31.1.3 1
2

 
L

γγ
mnmnf t

u
x Δ

⋅=
Δ

 

（3.1.31）から（3.1.32）になる．（3.1.32）から（3.1.33）を記述できる．（3.1.33）の左辺は，慣性座標系 S 内に静止

している棒のｘ軸方向の長さである． 

( )32.1.3 01
 

L>Δ⋅=
Δ

mn
mnf tu

x
γ

 

( ) ( )33.1.3 1 Lmnmnf tux Δ⋅⋅=Δ γ 慣性座標系 S 内の 2 箇所に対応する異なる時計を使用する． 

慣性座標系 S 内では質点の（3.1.14）の位置は速さ（3.1.34）で棒の両端を時間（3.1.21）で通過する．３章１節では，

慣性座標系 S1 の時間（3.1.13）で，慣性座標系 S 内に静止している棒の両端は慣性座標系 S1 内の（3.1.14）の位置を速

さ（3.1.34）で通り過ぎる．この時間（3.1.13）に棒が慣性座標系 S1 内を進んだ距離は（3.1.35）になる．そして，慣

性座標系 S1 内で棒が進んだ距離（3.1.35）は慣性座標系 S1 内を移動している棒のｘ1 軸方向の長さである．ただし，

（3.1.35）は慣性座標系 S1 内のｘ1 成分で記述した棒の長さである． 
( )14.1.311 Lnm xx = 慣性座標系 S1 の位置 

( )34.1.3 0L>u  
( )35.1.31itytant_velocclock_consmoving_one L mntuL Δ⋅= 慣性座標系 S1 内の 1 箇所に対応する 1 つの時計で表した時間を使用する． 

慣性座標系 S 内のｘ成分で記述した棒のｘ軸方向の長さを（3.1.36）で記述する．（3.1.35）および（3.1.36）を使用す

ると，（3.1.33）は（3.1.37）で記述できる． 
( )36.1.3rest_ L  twoclocks mnfxL Δ=  

( )37.1.3itytant_velocclock_consmoving_one L ocksrest_twocl LL ⋅= γ  
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（3.1.37）は（3.1.38）に書き直せる．（3.1.38）は（3.1.32）からも記述できる．（3.1.38）では，慣性座標系 S 内に静

止している棒の長さは，その棒が等速直線運動する慣性座標系 S1 内では収縮する．このことを，質点を使用して，一般

的にまとめると次のようになる．（3.1.38）では静止している場合の物体の長さと比べると，等速度運動する１つの質点

で測定したその物体の長さは，その等速度運動の方向に収縮することを意味する．さらに一般的には，次のようになる．

慣性座標系内で静止している物体の長さは，その物体が等速度運動する慣性座標系内では，その等速度の方向に収縮し

ている． 

( )38.1.31
itytant_velocclock_consmoving_one L ocksrest_twoclLL ⋅=

γ
等速度運動する１つの質点で測定した長さは，その運動方向に収縮する． 

慣性座標系 S の y 成分での棒の位置を与える関数（3.1.39）および（3.1.40）を仮定する．慣性座標系 S1 の y1 成分で

の棒の位置を与える関数（3.1.41）および（3.1.42）を仮定する．ローレンツ変換の（2.19）を使用すると，（3.1.43）

および（3.1.44）を記述できる．（3.1.43）および（3.1.44）を使用すると，（3.1.45）で慣性座標系 S の y 成分での位置

の隔たりおよび慣性座標系 S1 の y1 成分での位置の隔たりを記述できる．（3.1.45）では慣性座標系 S のｙ成分で記述す

る棒の長さは慣性座標系 S1 のｙ1 成分で記述する棒の長さに等しい． 
( )39.1.3)( Lmm tyy = 慣性座標系 S での棒の位置の y 成分 
( )40.1.3)( Lnn tyy = 慣性座標系 S での棒の位置の y 成分 
( )41.1.3)( 111 Lmm tyy = 慣性座標系 S1 での棒の位置の y1 成分 
( )42.1.3)( 111 Lnn tyy = 慣性座標系 S1 での棒の位置の y1 成分 

( )19.2 1 Lyy =  
( )43.1.31 Lmm yy  =  
( )44.1.31 Lnn yy =  

( )45.1.3011 L>−=− nmnm yyyy   y 成分およびｙ1 成分で記述した棒の両端の位置の隔たり 

慣性座標系 S のｚ成分での棒の位置を与える関数（3.1.46）および（3.1.47）を仮定する．慣性座標系 S1 のｚ1 成分での

棒の位置を与える関数（3.1.48）および（3.1.49）を仮定する．ローレンツ変換の（2.20）を使用すると，（3.1.50）お

よび（3.1.51）を記述できる．（3.1.50）および（3.1.51）を使用すると，（3.1.52）で慣性座標系 S のｚ成分での位置の

隔たりおよび慣性座標系 S1 のｚ1 成分での位置の隔たりを記述できる．（3.1.52）では慣性座標系 S のｚ成分で記述する

棒の長さは慣性座標系 S1 のｚ1 成分で記述する棒の長さに等しい． 
( )46.1.3)( Lmm tzz = 慣性座標系 S での棒の位置のｚ成分 
( )47.1.3)( Lnn tzz = 慣性座標系 S での棒の位置のｚ成分 
( )48.1.3)( 111 Lmm tzz = 慣性座標系 S1 での棒の位置のｚ1 成分 
( )49.1.3)( 111 Lnn tzz = 慣慣性座標系 S1 での棒の位置のｚ1 成分 

( )20.2 1 Lzz =  
( )50.1.3 1 Lmm zz =  
( )51.1.31 Lnn zz =  

( )52.1.3011 L>−=− nmnm zzzz   ｚ成分およびｚ1 成分で記述した棒の両端の位置の隔たり 

（3.1.38），（3.1.45）および（3.1.52）から，次のようにまとめることができる．物体が等速直線運動する場合を仮定

する．この仮定での，特殊相対性理論で等速直線運動する物体の長さは次のようになる．静止している物体の長さと比

較すると，等速度運動する物体の長さはその等速度運動の方向に収縮する．また，等速直線運動しない方向の物体の長

さは同じである． 
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( )38.1.31
itytant_velocclock_consmoving_one L ocksrest_twoclLL ⋅=

γ
 

( )45.1.3011 L>−=− nmnm yyyy    
( )52.1.30  11 L>−=− nmnm zzzz  

 
棒が移動している慣性座標系 S1 内の時間（2.2.6）を計算する．慣性座標系 S 内での棒の長さになる位置の隔たりは

（3.1.12）で記述できる．（3.1.12）を（2.2.6）の右辺に代入すると，慣性座標系 S1 内の時間（3.1.53）になる． 

( )6.2.2  21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnfmnmn x

c
utt γ  

( )12.1.3  Lmnmnf tux Δ⋅=Δ  

( )53.1.3
2

2

1 L ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ⋅−Δ⋅=Δ mnmnmn t

c
utt γ  

慣性座標系 S1 内の時間（3.1.53）を（3.1.54）に書き直す．慣性座標系 S1 内の時間（3.1.54）は（3.1.55）に整理でき

る． 

( )54.1.31
2

2

1 Lmnmn t
c
ut Δ⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=Δ  γ  

( )55.1.31
1 Lmnmn tt Δ⋅=Δ  

γ
 

（3.1.55）の右辺の時間――係数（2.22）は含まない．――は（3.1.23）の両辺の位置にそれぞれ対応する異なる時計で

表した時間である．慣性座標系 S1 内の時間（3.1.55）の左辺の時間は（3.1.14）の位置に対応する１つの時計で表した

時間である． 
( )23.1.3Lnm xx ≠ 慣性座標系 S 内の 2 箇所に対応する異なる時計を使用する． 
( )14.1.311 Lnm xx = 慣性座標系 S1 内の 1 箇所に対応する 1 つの時計を使用する． 

（3.1.56）および（3.1.57）を使用すると，（3.1.55）は（2.2.40）に記述できる．（2.2.40）では，棒が等速度運動して

いる慣性座標系 S1内の時間は，その等速度運動している棒が静止している慣性座標系S 内の時間よりも短くなっている． 
( )56.1.31itytant_velocclock_consmoving_one Lmntt Δ=Δ  

( )57.1.3ocksrest_twocl Lmntt Δ=Δ  

( )40.2.201
ocksrest_twoclitytant_velocclock_consmoving_one L>Δ⋅=Δ tt  

γ
棒が等速度運動で移動している慣性座標系の時間は短くなっている． 

慣性座標系 S 内に棒を静止させ，慣性座標系 S を慣性座標系 S1 内で移動させる場合では次のような計算結果になっ

た．以下では，棒および質点にそれぞれ観点を置いた場合でまとめたものである． 

 
棒に観点を置くと，次のようにまとめることができる．棒が静止している慣性座標系 S 内の時間よりも，棒が等速度運

動している慣性座標系 S1 内の時間は短くなる．棒が静止している慣性座標系 S 内での棒の長さよりも，棒が等速度運動

している慣性座標系 S1 内の棒の長さは短くなる． 

 
質点に観点を置くと，次のようにまとめることができる．１つの質点が静止している慣性座標系 S1 内の時間はその質点

が等速度運動している慣性座標系 S 内の時間よりも短くなっている．１つの質点が静止している慣性座標系 S1 内で測定
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した――慣性座標系 S 内に静止する――物体の長さは，その質点が等速度運動している慣性座標系 S 内でのその物体の

長さよりも，その運動方向に収縮する． 

 
（2.2.40）および（3.1.38）では，質点の位置に対応する時計が表す時点を使用した．（2.2.40）および（3.1.38）の両辺

の添え字には各慣性座標系の質点の位置に対応する時計の個数を示した．添え字に示した‘質点の位置に対応する時計

の個数’で整理すると，時間あるいは長さが短くなる慣性座標系を認識し易くなる．この添え字を使用し，時点を表す

時計の個数についてまとめると次のようになる．ただし，質点を使用しないで計算する棒の長さの収縮の考察を 2 章 1
節の計算に結びつることができる．この 2 章 1 節を導入した棒の収縮の考察は付録ⅲで説明した． 
（2.2.40）の左辺の時間は，質点が静止している慣性座標系内では，その質点の位置の１つの時計で時間を表した．

（3.1.38）の左辺では，物体が等速度運動している慣性座標系に静止している質点の位置の１つの時計で時間を表した． 
一方，（2.2.40）の右辺の時間――係数（2.22）を含まない．――は，質点が等速度運動している慣性座標系内では，そ

の質点の位置の二つの異なる時計で時間を表した．（3.1.38）の右辺では，物体が静止している慣性座標系内で移動して

いる質点の位置の二つの異なる時計で時間を表した． 

( )40.2.201
ocksrest_twoclitytant_velocclock_consmoving_one L>Δ⋅=Δ tt  

γ
等速度運動している質点が静止し続ける座標系の時間は短くなっている． 

( )38.1.31
itytant_velocclock_consmoving_one L ocksrest_twoclLL ⋅=

γ
等速度運動する物体の長さは，その運動方向に収縮する． 

 
 
２章 2 節では，慣性座標系 S 内に静止する質点が慣性座標系 S1 内で移動する場合を扱った．この場合では，慣性座標

系 S1 の時点の隔たり（2.2.35）が成立した．慣性座標系 S 内に静止する質点の位置の隔たりには（2.2.25）が成立した．

ローレンツ変換の（2.18）を使用して，（3.1.3）を計算すると（3.1.58）になる．（3.1.58）の右辺に（2.2.25）を代入す

ると（3.1.59）になる． 
( )35.2.21 L mnmn tt Δ⋅=Δ γ 慣性座標系 S1 内の 2 箇所に対応する異なる時計を使用する． 

( )25.2.20L=Δ mnfx   

( ) ( )18.21 L tuxx ⋅−⋅= γ  
( )3.1.311 Lnmmnf xxx −≡Δ 1 慣性座標系 S1 の位置の隔たり 

( ) ( )58.1.3L  1 mnmnfmnf tuxx Δ⋅−Δ⋅=Δ γ  
( ) ( )59.1.3L 1 mnmnf tux Δ⋅−⋅=Δ γ  

（2.2.35）および（3.1.59）を使用すると，平均変化率（3.1.60）を記述できる．平均変化率（3.1.60）は（3.1.61）に

整理できる．平均変化率（3.1.61）の右辺は慣性座標系 S の等速度（2.5）の成分に等しい． 

( ) ( ) ( )60.1.301
1

L ,1 ≠Δ
Δ⋅
Δ⋅−⋅

=
Δ

Δ
mn

mn

mn

mn

mnf t
t

tu
t

x
γ

γ  

( ) ( )61.1.301
1

L≠Δ−=
Δ

Δ
mn

mn

mnf tu
t

x
, 1 

平均変化率 

( ) ( )5.2 const.,11_ L=−= uuSS iu 慣性座標系 S1 の x1 成分および t1 成分で記述した慣性座標系 S の等速度 

一方，（2.1.8）に（3.1.62）を仮定する．（2.2.25）および（3.1.62）を使用すると，平均変化率（3.1.63）を記述できる． 
( )8.1.2Lnmmn ttt −≡Δ 慣性座標系 S の時点の隔たり 
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( )62.1.30L≠Δ mnt  

( )63.1.300
L=

Δ
=

Δ

Δ

mnmn

mnf

tt
x  平均変化率 

2 章 2 節で使用した平均変化率（2.2.59）の分母に（2.2.47）を代入すると，平均変化率（3.1.64）を記述できる．（3.1.64）

は（3.1.63）の左辺の記述に等しい．そして，平均変化率（3.1.64）を 1 次元の空間の或る時点に対応する速度に等しい

ものと仮定する．或る時点に対応する速度（3.1.63）では質点のｘ成分の 1 次元の速度が零になっている――質点が慣

性座標系 S 内に静止している．――ことを意味する．図 2.1 に質点が静止していることを示した． 

( ) ( )59.2.20 L≠
Δ

h,
h

x mnf   

 
( )47.2.2L htmn =Δ  

( ) ( )64.1.30 L≠Δ
Δ

Δ
mn

mn

mnf t,
t

x
  1 次元の空間の或る時点に対応する速度と見なせる平均変化率 

ここで，平均変化率（3.1.65）を慣性座標系 S1 内の質点の或る時点に対応する 1 次元の速度として解釈する．慣性座標

系 S1 内の質点の或る時点に対応する 1 次元の速度（3.1.61）では，慣性座標系 S 内に静止している質点が慣性座標系

S1 内のｘ1 成分の方向に慣性座標系 S の等速度（2.5）で移動していることを意味する．図 2.2 に質点が等速度で移動し

ていることを示した． 

( ) ( )65.1.301
1

L ,1 ≠Δ
Δ

Δ
mn

mn

mnf t
t

x
1 次元の空間の或る時点に対応する速度と見なせる平均変化率 

質点の座標の慣性座標系 S の x 成分および慣性座標系 S1のｘ1成分となる関数の平均変化率と速度の関係を考察した．

次には，他の成分の位置を示す関数の平均変化率および速度の関係を考察する． 
慣性座標系 S のｙ成分の位置を示す関数の平均変化率は（3.1.66）になる．（3.1.66）では慣性座標系 S のｙ成分で記述

した位置の隔たりを（3.1.67）で仮定している． 

( ) ( )66.1.30 L≠Δ
Δ

Δ
mn

mn

mnf t,
t

y
  1 次元の空間の或る時点に対応する速度と見なせる平均変化率 

( )67.1.3Lnmmnf yyy    −≡Δ  

慣性座標系 S1 での質点の座標のｙ1 成分となる関数の平均変化率は（3.1.68）になる．（3.1.68）では慣性座標系 S1 のｙ

1 成分で記述した位置の隔たりを（3.1.69）で仮定している． 

( ) ( )68.1.301
1

L ,1 ≠Δ
Δ

Δ
mn

mn

mnf t
t

y
1 次元の空間の或る時点に対応する速度と見なせる平均変化率 

( )69.1.311 L 1 nmmnf yyy −≡Δ  

慣性座標系 S での質点の座標のｚ成分となる関数の平均変化率は（3.1.70）になる．（3.1.70）では慣性座標系 S のｚ成

分で記述した位置の隔たりを（3.1.71）で仮定している． 

( ) ( )70.1.30 L≠Δ
Δ

Δ
mn

mn

mnf t,
t

z
  1 次元の空間の或る時点に対応する速度と見なせる平均変化率 

( )71.1.3Lnmmnf zzz    −≡Δ  

慣性座標系 S1 での質点の座標のｚ1 成分となる関数の平均変化率は（3.1.72）になる．（3.1.72）では慣性座標系 S1 のｚ

1 成分で記述した位置の隔たりを（3.1.73）で仮定している． 
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( ) ( )72.1.301
1

L ,1 ≠Δ
Δ

Δ
mn

mn

mnf t
t

z
1 次元の空間の或る時点に対応する速度と見なせる平均変化率 

( )73.1.311 L 1 nmmnf zzz −≡Δ  

慣性座標系 S での質点の座標の各成分となる関数の平均変化率と速度の関係を示すために，慣性座標系 S の時点の区

間（3.1.74）を仮定する．区間（3.1.74）内には（3.1.75）を仮定している．（3.1.75）を使用して，区間（3.1.74）内の

点（3.1.76）を仮定する．ただし，（3.1.76）の右辺の h は（2.2.47）の h とは関係はないものとする． 
( )74.1.3L mn ttt << τ  

( )75.1.3L τt  
( )76.1.30 L htt +≡ ττ  

区間（3.1.74）内に微分係数（3.1.77）を仮定する．微分積分学での平均値の定理を使用すると，（3.1.78）が成立する．

平均値の定理（3.1.78）では，平均変化率（3.1.64）は区間（3.1.74）内に存在する微分係数（3.1.77）に等しい値であ

ることを意味する．微分係数（3.1.77）は 3 章 2 節で定義する 1 次元の速度になる．このことから，平均変化率（3.1.64）

は区間（3.1.74）内に記述できる 1 次元の速度（3.1.77）の値に等しいものと見なせる． 

( )77.1.3
)()(

lim)(
0

L
h

txhtx
tx

h

ττ
τ

−+
=′

→
 

( ) ( )78.1.30( L≠Δ′=
Δ

Δ
mn

mn

mnf t,tx
t

x
 ) 

τ 平均値の定理 

区間（3.1.74）内に微分係数（3.1.79）を仮定する．微分積分学での平均値の定理を使用すると，（3.1.80）が成立する．

平均値の定理（3.1.80）では，平均変化率（3.1.66）は区間（3.1.74）内に存在する微分係数（3.1.79）に等しい値であ

ることを意味する．微分係数（3.1.79）は 3 章 2 節で定義する 1 次元の速度になる．このことから，平均変化率（3.1.66）

は区間（3.1.74）内に記述できる 1 次元の速度（3.1.79）の値に等しいものと見なせる． 

( )79.1.3
)()(

lim)(
0

L
h

tyhty
ty

h

ττ
τ

−+
=′

→
 

( ) ( )80.1.30( L≠Δ′=
Δ

Δ
mn

mn

mnf t,ty
t

y
 ) 

τ 平均値の定理 

区間（3.1.74）内に微分係数（3.1.81）を仮定する．微分積分学での平均値の定理を使用すると，（3.1.82）が成立する．

平均値の定理（3.1.82）では，平均変化率（3.1.70）は区間（3.1.74）内に存在する微分係数（3.1.81）に等しい値であ

ることを意味する．微分係数（3.1.81）は 3 章 2 節で定義する 1 次元の速度になる．このことから，平均変化率（3.1.70）

は区間（3.1.74）内に記述できる 1 次元の速度（3.1.81）の値に等しいものと見なせる． 

( )81.1.3
)()(

lim)(
0

L
h

tzhtz
tz

h

ττ
τ

−+
=′

→
 

( ) ( )82.1.30( L≠Δ′=
Δ

Δ
mn

mn

mnf t,tz
t

z
 ) 

τ 平均値の定理 

慣性座標系 S1 での質点の座標の各成分となる関数の平均変化率と速度の関係を示すために，慣性座標系 S1 の時点の

区間（3.1.83）を仮定する．区間（3.1.83）内には（3.1.84）を仮定している．（3.1.84）を使用して，区間（3.1.83）内

の点（3.1.85）を仮定する．ただし，（3.1.85）の右辺の h1 は（2.2.52）の h1 とは関係はないものとする． 
( )83.1.3111 L mn ttt << τ  

( )84.1.31 L τt  
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( )85.1.31101 L htt +≡ ττ  

区間（3.1.83）内に微分係数（3.1.86）を仮定する．微分積分学での平均値の定理を使用すると，（3.1.87）が成立する．

平均値の定理（3.1.87）では，平均変化率（3.1.65）は区間（3.1.83）内に存在する微分係数（3.1.86）に等しい値であ

ることを意味する．微分係数（3.1.86）は 3 章 2 節で定義する 1 次元の速度になる．このことから，平均変化率（3.1.65）

は区間（3.1.83）内に記述できる 1 次元の速度（3.1.86）の値に等しいものと見なせる． 

( )86.1.3
)()(

lim)( 11111

011 L
h

txhtx
tx

h

ττ
τ

−+
=′

→
 

( ) ( )87.1.30)( 111
1

L ,1 ≠Δ′=
Δ

Δ
mn

mn

mnf ttx
t

x
τ 平均値の定理 

区間（3.1.83）内に微分係数（3.1.88）を仮定する．微分積分学での平均値の定理を使用すると，（3.1.89）が成立する．

平均値の定理（3.1.89）では，平均変化率（3.1.68）は区間（3.1.83）内に存在する微分係数（3.1.88）に等しい値であ

ることを意味する．微分係数（3.1.88）は 3 章 2 節で定義する 1 次元の速度になる．このことから，平均変化率（3.1.68）

は区間（3.1.83）内に記述できる 1 次元の速度（3.1.88）の値に等しいものと見なせる． 

( )88.1.3
)()(

lim)(
1

11111

011
1

L
h

tyhty
ty

h

ττ
τ

−+
=′

→
 

( ) ( )89.1.30)( 111
1

L ,1 ≠Δ′=
Δ

Δ
mn

mn

mnf tty
t

y
τ 平均値の定理 

区間（3.1.83）内に微分係数（3.1.90）を仮定する．微分積分学での平均値の定理を使用すると，（3.1.91）が成立する．

平均値の定理（3.1.91）では，平均変化率（3.1.72）は区間（3.1.83）内に存在する微分係数（3.1.90）に等しい値であ

ることを意味する．微分係数（3.1.90）は 3 章 2 節で定義する 1 次元の速度になる．このことから，平均変化率（3.1.72）

は区間（3.1.83）内に記述できる 1 次元の速度（3.1.90）の値に等しいものと見なせる． 

( )90.1.3
)()(

lim)(
1

11111

011
1

L
h

tzhtz
tz

h

ττ
τ

−+
=′

→
 

( ) ( )91.1.30)( 111
1

L ,1 ≠Δ′=
Δ

Δ
mn

mn

mnf ttz
t

z
τ 平均値の定理 

慣性座標系 S1 の位置の隔たり（3.1.5）および時点の隔たり（2.2.7）を使用して，平均変化率（3.1.65）を計算する．

慣性座標系 S1 の x1 成分の平均変化率（3.1.65）に（3.1.5）および（2.2.7）を代入して，（3.1.99）を記述できる．平均

変化率（3.1.99）は（3.1.100）に書き直すことができる．（3.1.100）の右辺には慣性座標系 S の x 成分の平均変化率（3.1.64）

を記述している．（3.1.100）では，慣性座標系 S1 のｘ1 成分の平均変化率（3.1.65）と慣性座標系 S のｘ成分の平均変化

率（3.1.64）の関係を示している． 
( )5.1.31 L   mnmnfmnf tuxx Δ⋅⋅−Δ⋅=Δ γγ  

( )7.2.2
21 Lmnfmnmn x

c
utt  Δ⋅⋅−Δ⋅=Δ γγ  

( ) ( )99.1.301

2
1

L ,
 

 1 ≠Δ
Δ⋅⋅−Δ⋅

Δ⋅⋅−Δ⋅
=

Δ

Δ
mn

mnfmn

mnmnf

mn

mnf t
x

c
ut

tux
t

x

γγ

γγ
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( ) ( )100.1.30,0
1

1

2
1

L ,
 

 

1 ≠Δ≠Δ

Δ

Δ
⋅−

−
Δ

Δ

=
Δ

Δ
mnmn

mn

mnf

mn

mnf

mn

mnf tt

t
x

c
u

u
t

x

t
x

 

慣性座標系 S1 の位置の隔たり――ｙ成分およびｙ1 成分で記述するもの．――および時点の隔たり（2.2.7）を使用して，

慣性座標系 S1 のｙ1 成分の平均変化率（3.1.68）を計算する．ローレンツ変換の（2.19）を使用すると，（3.1.43）およ

び（3.1.44）から位置の隔たり（3.1.101）を記述できる．慣性座標系 S1 のｙ1 成分の平均変化率（3.1.68）に位置の隔

たり（3.1.101）および時点の隔たり（2.2.7）を代入して，（3.1.102）を記述できる．平均変化率（3.1.102）は（3.1.103）

に書き直すことができる．（3.1.103）の右辺には慣性座標系 S のｙ成分の平均変化率（3.1.66）および慣性座標系 S の x
成分の平均変化率（3.1.64）を記述している．（3.1.103）では，慣性座標系 S1 のｙ1 成分の平均変化率（3.1.68），慣性

座標系 S のｙ成分の平均変化率（3.1.66）および慣性座標系 S の x 成分の平均変化率（3.1.64）の関係を示している． 
( )19.2 1 Lyy =  
( )43.1.31 Lmm yy  =  
( )44.1.31 Lnn yy =  

( )101.1.3L  1 mnfmnf yy Δ=Δ  

( ) ( )102.1.301

2
1

L ,
 

 1 ≠Δ
Δ⋅⋅−Δ⋅

Δ
=

Δ

Δ
mn

mnfmn

mnf

mn

mnf t
x

c
ut

y
t

y

γγ
 

( ) ( )103.1.30,0
1

1

2

1

L ,
 

 

1 ≠Δ≠Δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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Δ
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Δ

Δ

=
Δ

Δ
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慣性座標系 S1 の位置の隔たり――ｚ成分およびｚ1 成分で記述するもの．――および時点の隔たり（2.2.7）を使用して，

慣性座標系 S1 のｚ1 成分の平均変化率（3.1.72）を計算する．ローレンツ変換の（2.20）を使用すると，（3.1.50）およ

び（3.1.51）から位置の隔たり（3.1.104）を記述できる．慣性座標系 S1 のｚ1 成分の平均変化率（3.1.72）に位置の隔

たり（3.1.104）および時点の隔たり（2.2.7）を代入して，（3.1.105）を記述できる．平均変化率（3.1.105）は（3.1.106）

に書き直すことができる．（3.1.106）の右辺には慣性座標系 S のｚ成分の平均変化率（3.1.70）および慣性座標系 S の x
成分の平均変化率（3.1.64）を記述している．（3.1.106）では，慣性座標系 S1 のｚ1 成分の平均変化率（3.1.72），慣性

座標系 S のｚ成分の平均変化率（3.1.70）および慣性座標系 S の x 成分の平均変化率（3.1.64）の関係を示している． 
( )20.2 1 Lzz =  
( )50.1.3 1 Lmm zz =  
( )51.1.31 Lnn zz =  

( )104.1.3L  1 mnfmnf zz Δ=Δ  

( ) ( )105.1.301
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( ) ( )106.1.30,0
1

1

2

1

L ,
 

 

1 ≠Δ≠Δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

Δ
⋅−

Δ

Δ

=
Δ

Δ
mnmn

mn

mnf

mn

mnf

mn

mnf tt

t
x

c
u

t
z

t
z

γ
 

（3.1.100），（3.1.103）および（3.1.106）の右辺の分母には零にならないことを仮定している．これらの式の右辺の分

母では，（2.2.57）の考察のように――平均値の定理を使用する――平均変化率と或る時点に対応する速度との関係で解

釈を与えることができる． 

( ) ( )57.2.2001
2

L≠≠
Δ
⋅− h,

h
x

c
u mnf    

３章 1 節では位置の隔たりおよび時点の隔たりを使用して平均変化率を或る時点に対応する速度に見なして考察して

きた．3 章１節では，時点に対応する速度を既に学んでいることを前提にした．しかし，著者の経験では，日本の大学

課程の専門書で定義されている速度では本書の採用する立場と異なるものがある――このことは本書のまえがきでも説

明した．――．このために，3 章 2 節では，本書で使用している時点に対応する速度を定義する．この速度は，質点を

使用して定義する――時点を独立変数とする――1 変数についての関数になる速度になる．3 章 2 節で定義する速度でも

位置の隔たりおよび時点の隔たりを使用する． 

3.2 速度の定義から考察する位置の微分および時点の微分の関係 
慣性座標系 S に質点を仮定する．この質点の空間成分の座標を記述するｘ成分の関数を（3.2.1），ｙ成分の関数を

（3.2.2）およびｚ成分の関数を（3.2.3）で与える．（3.2.1）～（3.2.3）は質点の位置を与える関数である． 
( )1.2.3)( Ltxx p= 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｘ成分の関数 
( )2.2.3)( Ltyy p= 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｙ成分の関数 
( )3.2.3)( Ltzz p= 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標ｚ成分の関数 

同様に，慣性座標系 S1 に質点を仮定する．この質点の空間成分の座標を記述するｘ1 成分の関数を（3.2.4），ｙ1 成分の

関数を（3.2.5）およびｚ1 成分の関数を（3.2.6）で与える．（3.2.4）～（3.2.6）は質点の位置を与える関数である． 
( )4.2.3)( 111 Ltxx p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｘ1 成分の関数 
( )5.2.3)( 111 Ltyy p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｙ1 成分の関数 
( )6.2.3)( 111 Ltzz p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｚ1 成分の関数 

本書では，（3.2.1）～（3.2.6）は実数のみを扱うものとする．本書の（3.2.1）～（3.2.6）ではその定義区間内で微分係

数を保証する．３章 2 節では，次のように速度の定義を与え，位置の微分および時点の微分の関係を考察する．（3.2.1）

～（3.2.3）の関数を使用して，慣性座標系 S に仮定した質点の速度を定義する．そして，その速度を微分で記述する．

これらの後に，（3.2.4）～（3.2.6）の関数を使用して，慣性座標系 S1 に仮定した質点の速度を定義する．そして，その

速度を微分で定義する． 
慣性座標系 S に仮定した質点の位置ベクトルは（3.2.7）で記述できるものとする．ただし，位置ベクトル（3.2.7）の各

成分は（3.2.1）～（3.2.3）を使用する． 
( )7.2.3 )( Lkjir ppp zyxt ++=  

同様に，慣性座標系 S1 に仮定した質点の位置ベクトルは（3.2.8）で記述できるものとする．ただし，位置ベクトル（3.2.8）

の各成分は（3.2.4）～（3.2.6）を使用する． 
( )8.2.3 )( 11111111 Lkjir ppp zyxt ++=  

慣性座標系 S の時点に（3.2.9）を仮定する．慣性座標系 S の時点の隔たりには（3.2.10）を定義する．慣性座標系 S
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の時点の隔たり（3.2.10）は（3.2.9）の右辺の第二項を変数とした関数である．この時点の隔たり（3.2.10）は（3.2.9）

の右辺の第一項に記述した時点からの隔たりである．慣性座標系 S の時点（3.2.9）および時点の隔たり（3.2.10）を使

用すると，時点の隔たり（3.2.11）になる．慣性座標系 S の時点の隔たり（3.2.11）は（3.2.9）の右辺の第二項である．

（3.2.9）の右辺の第一項は慣性座標系 S の任意の定数となる時点とする．ただし，（3.2.9）の右辺の第一項および左辺

は関数（3.2.1）～（3.2.3）の定義区間内の時点である． 
( )9.2.3Lhtt p +=  

( ) ( )10.2.3Lttht p −≡Δ  
( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ  

慣性座標系 S のｘ軸のみの１次元では，速度を微分係数（3.2.12）で定義できる．（3.2.12）は（3.2.9）の右辺の第一

項に記述した時点を定数とした微分係数であるので定数になる．そして，（3.2.9）の右辺の第一項に記述した時点を他

の定数に変えることで，速度である微分係数（3.2.12）の値は変わることがある．（3.2.12）の極限値が存在する時点の

区間内で速度（3.2.12）は定義される．速度（3.2.12）は（3.2.9）の右辺の第一項に記述した時点に対応するｘ成分の

関数（3.2.1）の値に接点をもつ接線の傾きである．一般に，慣性座標系 S のｘ軸のみの１次元で定義した速度（3.2.12）

は正負および零の値をとることが可能である． 

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
 

１次元での速度（3.2.12）を使用して，慣性座標系 S に仮定した質点の位置ベクトル（3.2.7）のｘ成分になる位置の

関数（3.2.1）の微分は（3.2.13）で定義できる．（3.2.13）は速度（3.2.12）の左辺および時点の隔たり（3.2.11）の右

辺との積である．位置の微分（3.2.13）は速度（3.2.12）を定義した時点――（3.2.12）の左辺に記述した（3.2.9）の右

辺の第一項のこと．――を含めた区間内で定義されている．微分（3.2.13）は傾きを１次元での速度（3.2.12）として，

独立変数を（3.2.11）の右辺とする線形のグラフを描く関数である．ただし，一般的には，（3.2.13）が定義されている

区間内では（3.2.9）の右辺の第一項に対応する関数（3.2.1）の値に接点をもつ接線の方程式として，（3.2.13）を扱う

ことができる． 
( ) ( ) ( )13.2.3 d Lhtvtx x

p ⋅≡  

慣性座標系 S のｘ軸のみの１次元で定義した速度（3.2.12）と同様に，ｙ軸および z 軸のみの１次元で速度および位

置の関数の微分を定義する．微分係数（3.2.14）は慣性座標系 S のｙ軸のみの１次元で定義した速度である．速度（3.2.14）

を使用して，慣性座標系 S に仮定した質点の位置ベクトル（3.2.7）のｙ成分になる位置の関数の微分は（3.2.15）で定

義できる． 

( ) ( ) ( ) ( )14.2.3lim
0

L
h

tyhtytv
pp

hy

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( )15.2.3 d Lhtvty y
p ⋅≡  

微分係数（3.2.16）は慣性座標系 S のｚ軸のみの１次元で定義した速度である．微分係数（3.2.16）は慣性座標系 S の

ｚ軸のみの１次元で定義した速度である．速度（3.2.16）を使用して，慣性座標系 S に仮定した質点の位置ベクトル（3.2.7）

のｚ成分になる位置の関数の微分は（3.2.17）で定義できる． 

( ) ( ) ( ) ( )16.2.3lim
0

L
h

tzhtztv
pp

hz

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( )17.2.3 d Lhtvtz z
p ⋅≡  

慣性座標系 S のｔ成分になる時点の微分を（3.2.18）で定義する．時点の微分（3.2.18）では微分係数（3.2.19）を仮
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定している．時点の微分（3.2.18）は微分係数（3.2.19）を定義した時点――（3.2.19）の左辺に記述した（3.2.9）の右

辺の第一項のこと．――を含めた区間内で定義されている．（3.2.18）は傾きが（3.2.19）の１であり，時点の隔たり（3.2.11）

を１つの独立変数とする関数である．微分係数（3.2.19）は，独立変数（3.2.20）が従属変数に等しい関数――従属変数

=独立変数となるｔ――の微分係数である． 
( ) ( )18.2.3d LhhtAt =⋅≡  

( ) ( ) ( ) ( )19.2.31lim
0

L=
−+

≡
→ h

thttA
h

 

( )20.2.3Lt  

（3.2.18）を使用すると，（3.2.13），（3.2.15）および（3.2.17）はそれぞれ（3.2.21），（3.2.22）および（3.2.23）に書

き直すことができる．（3.2.21），（3.2.22）および（3.2.23）では，位置の微分および時点の微分で，次の関係を記述し

ている．定数となる速度を係数とし，独立変数になる時点の微分についての関数に位置の微分がなることを記述してい

る． 
( ) ( ) ( )21.2.3 dd Lttvtx x

p ⋅=  
( ) ( ) ( )22.2.3 dd Lttvty y

p ⋅=  

( ) ( ) ( )23.2.3 dd Lttvtz z
p ⋅=  

時点の微分（3.2.24）が成立するならば，（3.2.21）～（3.2.23）はそれぞれ（3.2.25）～（3.2.27）に記述できる．ｘ

軸，ｙ軸およびｚ軸のそれぞれのみの１次元で定義した速度が，微分を使用して（3.2.25）～（3.2.27）のように記述で

きる． 
( )24.2.30 d L≠t  

( )25.2.3 
d

d
L

t
xv

p

x = 慣性座標系 S のｘ軸のみの１次元で定義した速度である． 

( )26.2.3 
d

d
L

t
yv

p

y = 慣性座標系 S のｙ軸のみの１次元で定義した速度である． 

( )27.2.3 
d

d
L

t
zv

p

z = 慣性座標系 S のｚ軸のみの１次元で定義した速度である． 

慣性座標系 S の１次元で定義した速度（3.2.12），（3.2.14）および（3.2.16）の速さは（3.2.28）のように各速度の絶

対値で定義できる．速さ（3.2.28）は０以上の実数である． 

( )28.2.3 ,, Lzyx vvv  

慣性座標系 S での３次元空間――ここでは，ｘ軸，ｙ軸およびｚ軸で与える空間のことである．――での速度は

（3.2.28）で定義できる．速度（3.2.28）はベクトルの微分の記号を使用して（3.2.29）で記述できる． 

( ) ( ) ( ) ( )28.2.3lim
0

L
h

thtt
h

rrv −+
≡

→
３次元空間での速度の定義 

( )29.2.3L 
d
d

t
rv =  

（3.2.28）の右辺は（3.2.30）で記述できる．（3.2.30）の極限値の記号は（3.2.31）のように使用できる．（3.2.31）の

右辺の各成分は１次元で定義した速度であるので，（3.2.32）になる．慣性座標系 S での３次元空間の速度は速度ベクト

ル（3.2.32）で記述できる．慣性座標系 S での３次元空間で定義した速度ベクトル（3.2.32）の速さは（3.2.33）で定義
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できる． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )30.2.3 lim)(
0

L⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
+

−+
+

−+
=

→
kjiv

h
tzhtz

h
tyhty

h
txhtxt

pppppp

h
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31.2.3 limlimlim)(
000

L⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
+

−+
+

−+
=

→→→
kjiv

h
tzhtz

h
tyhty

h
txhtxt

pp

h

pp

h

pp

h
 

( )32.2.3 )( Lkjiv zyx vvvt ++=  

( )33.2.3 )( 222
Lzyx vvvt ++≡v  

一般に，慣性座標系 S の１次元で定義した速度（3.2.12），（3.2.14）および（3.2.16）は正負および零の値をとることが

可能である．一方，慣性座標系 S での３次元空間の速度ベクトル（3.2.32）は１次元で定義した速度（3.2.12），（3.2.14）

および（3.2.16）の組み合わせ（3.2.34）と等しいものと扱える．しかし，３次元空間の速度（3.2.34）はベクトル量で

あるので，本書では３次元の速度ベクトルは正負をもった量で記述できないものと解釈する――マイナス記号とベクト

ル量との関係 5）6）は付録ⅳで説明した．――． 
( ) ( )34.2.3 ,,)( Lzyx vvvt =v  

（3.2.35）が成立する場合は，速度ベクトル（3.2.35）の速さは（3.2.36）になる．同様に，（3.2.37）および（3.2.38）

が成立する． 
( ) ( )35.2.3 0,0,)( Lxvt =v  

( )36.2.30)( L≥= xvtv  

( )( ) ( )37.2.30,,0)(,0)( Lyy vtvt =≥= vv  

( )( ) ( )38.2.3,0,0)(,0)( Lzz vtvt =≥= vv  

ローレンツ変換（2.18）～（2.21）では慣性座標系の原点を光源とした光の球面の方程式（2.7）および（2.9）が連

立方程式として成立する．このことから，ローレンツ変換（2.18）～（2.21）の慣性座標系 S および慣性座標系 S1 の空

間の成分と時点の成分は，常に光速の不変の原理を使用した関係式（2.7）および（2.9）の連立方程式を満足する．そ

して，ローレンツ変換（2.18）～（2.21）では常に（2.13）が成立する．このとから，慣性座標系 S および慣性座標系

S1 のそれぞれの原点に在る光源から伝搬する光には（2.7）および（2.9）が成立することを説明できる．ただし，それ

ぞれの慣性座標系の原点が一致したときに，（2.8）および（2.10）を満足するものとする． 
( ) ( )18.2 1 Ltuxx ⋅−⋅= γ  
( )19.2 1 Lyy =  
( )20.2 1 Lzz =  

( )21.2
21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
−⋅=

c
xutt γ  

( )7.222222 Ltczyx ⋅=++  

( )9.22
1

22
1

2
1

2
1 Ltczyx ⋅=++  

( )13.22
1

22
1

2
1

2
1

22222 Ltczyxtczyx ⋅−++=⋅−++  
( ) ( ) ( )8.20,0,0,0,,, L=tzyx 慣性座標系 S の空間および時点の成分で与えた座標 
( ) ( ) ( )10.20,0,0,0,,, 1111 L=tzyx 慣性座標系 S1 の空間および時点の成分で与えた座標 

ローレンツ変換の（2.18）～（2.20）の左辺で慣性座標系 S1 の空間座標（3.2.39）を与えることができる．ローレンツ
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変換（2.18）～（2.21）の右辺の変数を使用して，慣性座標系 S の空間座標（3.2.40）を与えることができる．慣性座

標系 S の空間座標（3.2.40）の位置に対応する時計で表す時点を（3.2.41）とする．慣性座標系 S の空間座標（3.2.40）

の時計で表す時点（3.2.41）に対応する慣性座標系 S1 の時点（3.2.42）はローレンツ変換の（2.21）で与える．慣性座

標系 S1 の時点（3.2.42）は慣性座標系 S1 の空間座標（3.2.39）に対応する時計で表す． 
( ) ( )39.2.3,, 111 Lzyx 慣性座標系 S1 の空間の成分で与えた空間座標 
( ) ( )40.2.3,, Lzyx 慣性座標系 S の空間の成分で与えた空間座標 

( )41.2.3Lt 慣性座標系 S の時点の成分で与えた時点の座標 
( )42.2.31Lt 慣性座標系 S1 の時点の成分で与えた時点の座標 

アインシュタインの特殊相対性理論の座標は空間座標および時点の座標の組み合わせで１つの座標を与えることができ

る．この空間座標および時点の座標の組み合わせで与える座標は次のように表示できる．慣性座標系 S の空間座標

（3.2.40）および時点（3.2.41）で 4 次元の座標（3.2.43）を与える．慣性座標系 S1 の空間座標（3.2.39）および時点（3.2.42）

で 4 次元の座標（3.2.44）を与える． 
( ) ( )43.2.3,,, Ltzyx 慣性座標系 S の空間および時点の成分で与えた 4 次元の座標 
( ) ( )44.2.3,,, 1111 Ltzyx 慣性座標系 S1 の空間および時点の成分で与えた 4 次元の座標 

4 次元の座標（3.2.43）は 4 次元の座標（3.2.45）に書き直されることがある．（3.2.45）では（3.2.46）を仮定している．

同様に，4 次元の座標（3.2.44）は 4 次元の座標（3.2.47）に書き直されることがある．（3.2.47）では（3.2.48）を仮定

している． 
( ) ( )45.2.3,,, 3210 Lxxxx  

( )46.2.3,,, 3210 Lzxyxxxtcx ===⋅=  

( ) ( )47.2.3,,, 3
1

2
1

1
1

0
1 Lxxxx  

( )48.2.3,,, 1
3

11
2

11
1

11
0

1 Lzxyxxxtcx ===⋅=  

特殊相対性理論では（3.2.45）および（3.2.47）のような座標を使用して，４次元の速度ベクトルを与えることがある．

しかし，本書では 3 次元の速度ベクトルの変換を説明することを趣旨にしているので，4 次元の速度ベクトルの説明 7）

はしない．ただし，その 4 次元の速度ベクトルからも３次元の速度ベクトルを導出できる． 
慣性座標系 S の 3 次元の速度を定義したように，慣性座標系 S1 の 3 次元の速度を定義する．慣性座標系 S1 のｘ1 軸，

y1 軸および z1 軸のそれぞれのみでの１次元での速度の定義をする．そして，慣性座標系 S1 の質点の位置を示す関数

（3.2.4）～（3.2.6）を使用して，慣性座標系 S1 の 3 次元の速度を定義する． 
( )4.2.3)( 111 Ltxx p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｘ1 成分の関数 
( )5.2.3)( 111 Ltyy p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｙ1 成分の関数 
( )6.2.3)( 111 Ltzz p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｚ1 成分の関数 

慣性座標系 S1 の時点（3.2.49）を与える．慣性座標系 S1 の時点の隔たり（3.2.50）を定義する．時点の隔たり（3.2.50）

は，時点（3.2.49）の右辺の第二項を独立変数とする１変数についての関数である． 
( )49.2.3111 Lhtt p +=  

( ) ( )50.2.311111 Lhttht p =−≡Δ  

慣性座標系 S1 のｘ1 軸のみの１次元では，速度を微分係数（3.2.51）で定義できる．１次元での速度（3.2.51）を使用し

て，慣性座標系 S1 に仮定した質点の位置ベクトル（3.2.8）のｘ1 成分になる位置の関数の微分は（3.2.52）で定義でき

る． 
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( ) ( ) ( ) ( )51.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

txhtx
tv

pp

hx

−+
≡

→
 

( )8.2.3 )( 11111111 Lkjir ppp zyxt ++=  
( ) ( ) ( )52.2.3 d 11111 Lhtvtx x

p ⋅≡  

慣性座標系 S1 のｙ1 軸のみの１次元では，速度を微分係数（3.2.53）で定義できる．１次元での速度（3.2.53）を使用し

て，慣性座標系 S1 に仮定した質点の位置ベクトル（3.2.8）のｙ1 成分になる位置の関数の微分は（3.2.54）で定義でき

る． 

( ) ( ) ( ) ( )53.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tyhty
tv

pp

hy

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( )54.2.3 d 11111 Lhtvty y
p ⋅≡  

慣性座標系 S1 のｚ1 軸のみの１次元では，速度を微分係数（3.2.55）で定義できる．１次元での速度（3.2.55）を使用し

て，慣性座標系 S1 に仮定した質点の位置ベクトル（3.2.8）のｚ1 成分になる位置の関数の微分は（3.2.56）で定義でき

る． 

( ) ( ) ( ) ( )55.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tzhtz
tv

pp

hz

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( )56.2.3 d 11111 Lhtvtz z
p ⋅≡  

慣性座標系 S1 のｔ1 成分になる時点の微分を（3.2.57）で定義する．時点の微分（3.2.57）では微分係数（3.2.58）を仮

定している．時点の微分（3.2.57）は微分係数（3.2.58）を定義した時点――（3.2.58）の左辺に記述した（3.2.49）の

右辺の第一項のこと．――を含めた区間内で定義されている． 
( ) ( )57.2.3d 11111 LhhtAt =⋅≡  

( ) ( ) ( ) ( )58.2.31lim
1

111

011
1

L=
−+

≡
→ h

tht
tA

h
 

慣性座標系 S1 の時点の微分（3.2.59）を満足する場合を仮定する．（3.2.59）が成立する場合は，（3.2.52），（3.2.54）

および（3.2.56）を使用して，１次元での速度をそれぞれ（3.2.60）～（3.2.62）で記述できる． 
( )59.2.30d 1 L≠t  

( )60.2.3 
d
d

1

1
1 L

t
x

v
p

x =  

( )61.2.3 
d
d

1

1
1 L

t
yv

p

y =  

( )62.2.3 
d
d

1

1
1 L

t
zv

p

z =  

１次元での速度のそれぞれ（3.2.51），（3.2.53）および（3.2.55）の速さは，（3.2.63）のそれぞれの速度の絶対値で定義

できる．速さ（3.2.63）は０以上の実数である． 

( )63.2.3 ,, 111 Lzyx vvv  

慣性座標系 S1 の位置ベクトル（3.2.8）を使用して，３次元の速度ベクトル（3.2.64）を定義できる．速度（3.2.64）

はベクトルの微分の記号を使用して（3.2.65）で記述できる． 
( )8.2.3 )( 11111111 Lkjir ppp zyxt ++=  
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( ) ( ) ( ) ( )64.2.3lim 11111

011 L
h

thtt
h

rrv −+
≡

→  

( )65.2.3
1

1 L 
d
d

t
1rv =  

１次元でのそれぞれの速度（3.2.51），（3.2.53）および（3.2.55）を使用して，３次元の速度ベクトル（3.2.64）は（3.2.66）

で記述できる．３次元の速度ベクトル（3.2.64）の速さは（3.2.67）で定義できる． 
( )66.2.3 )( 11111111 Lkjiv zyx vvvt ++=  

( )67.2.3 )( 2
1

2
1

2
111 Lzyx vvvt ++≡v  

 
 
（3.2.1）をローレンツ変換の（2.21）の右辺に代入すると，（3.2.68）を記述できる．（3.2.68）を使用して，（3.2.68）

の左辺の時点の微分係数を（2.28）で計算する． 
( )1.2.3 )( Ltxx p= 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｘ成分の関数 

( )21.2
21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
−⋅=

c
xutt γ

 

( )68.2.3)()(
21 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
txuttt

p

γ  

( ) ( ) ( )28.2lim)( 11

01 L
h

tthtt
tt

h

−+
≡′

→  
（3.2.68）を使用すると，時点の微分係数（2.28）は（3.2.69）で記述できる．時点の微分係数（3.2.69）の右辺は，（3.2.70）

の右辺に記述できる． 

( ) ( ) ( )69.2.3
)()(

limlim)(
22

0

11

01 L
h

tx
c
uthtx

c
uht

h
tthtt

tt

pp

hh

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−+⋅

=
−+

=′
→→

γγ
 

( )70.2.3)()(lim
)()(

lim)(
02

22

01 L
h

hxhtx
c
u

h

tx
c
uthtx

c
uht

tt
pp

h

pp

h

−+
⋅⋅−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−+⋅

=′
→→

γγ
γγ

 

（3.2.70）の右辺には速度（3.2.12）が記述されている．（3.2.18）および（3.2.24）から導出できる（3.2.71）の左辺は，

速度となる微分係数（3.2.12）の右辺の変数となる h とは異なる． 

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( )18.2.3 d LhhtAt =⋅≡ 時点の微分 
( )24.2.3L0 d ≠t  
( )71.2.30L≠h  

速度（3.2.12）を使用すると，時点の微分係数（3.2.70）は（3.2.72）に記述できる．時点の微分係数（3.2.72）の右辺

は（3.2.73）の右辺に整理できる． 
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( )72.2.3)()()(lim)(
2021 Ltv

c
u

h
hxhtx

c
utt x

pp

h
⋅⋅−=

−+
⋅⋅−=′

→
γγγγ  

( )73.2.3)(1)()(
221 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=⋅⋅−=′ tv

c
utv

c
utt xx γγγ  

時点の微分係数（2.37）の右辺に（3.2.73）を代入すると，（3.2.74）になる．ただし，時点の微分係数（3.2.74）には

（2.22）を仮定している．また，時点の微分係数（3.2.74）の左辺には，（2.36）が仮定されているが，（2.36）は（3.2.24）

および（3.2.71）に一致する． 

( )37.2)(
d

)(d
1

1 Ltt
t
tt ′= 時点の微分係数 

( )74.2.3 
1

1

d
d

2

2

2
1 L

c
u

v
c
u

t
t x

−

⋅−
=

 

( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ

 
( )36.20d L≠t  

時点の微分係数（3.2.74）の右辺の速度に（3.2.75）を仮定する．速度（3.2.75）を使用すると，時点の微分係数（3.2.74）

は（3.2.76）になる． 

( ) ( ) ( ) ( )75.2.30lim
0

L=
−+

=
→ h

txhtxtv
pp

hx  

( )76.2.3 
1

1
d
d

2

2

1 L

c
ut

t

−

=  

時点の微分係数（3.2.76）を時点の微分（3.2.77）に書き直す．時点の隔たり（3.2.71）を使用すると，時点の隔たり（3.2.11）

の左辺は（3.2.78）になる． 

( )77.2.3 
1

dd

2

21 L

c
u

tt
−

=  

( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ 時点の隔たり 

( ) ( )78.2.30L≠Δ ht 時点の隔たり 

時点の隔たり（3.2.11）および（3.2.18）を使用すると，時点の微分（3.2.77）は（3.2.79）に記述できる．（3.2.78）か

ら（3.2.79）の右辺は零にはならない． 
( ) ( )18.2.3LhhtAt =⋅≡d  

( ) ( )79.2.3
1

2

21 L d

c
u
htt

−

Δ
=  

時点の微分（3.2.79）および２章 2 節で考察した時点の隔たり（2.2.6）から導出した時点の隔たり（2.2.35）を比較す
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る．（2.22）を使用すると，時点の隔たり（2.2.35）を（3.2.80）に記述できる． 

( )6.2.2  21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnfmnmn x

c
utt γ  

( )35.2.2 1 Lmnmn tt Δ⋅=Δ γ  

( )80.2.3
1

2

21 L 

c
u

t
t mn

mn

−

Δ
=Δ  

時点の微分（3.2.79）の右辺の分子および時点の隔たり（3.2.80）の右辺の分子に（3.2.81）を仮定すると，（3.2.82）が

成立する．（3.2.82）の左辺は微分（3.2.79）の左辺である．（3.2.82）の右辺は時点の隔たり（3.2.80）の左辺である．

ただし，この議論では（3.2.81）および（3.2.82）はそれぞれ零になることはできない． 
( ) ( ) ( )81.2.3L0 ≠Δ=Δ mntht 仮定 

( ) ( )82.2.311 L0 d ≠Δ= mntt  

3.3 速度の変換の導出 
３章 2 節では，速度の定義をした．３章２節で定義した 1 次元および 3 次元の速度は，ニュートンの三つの運動の法

則でも使用できるものである．それらの速度の定義を使用すると，その特殊相対性理論で使用する二つの慣性座標系間

の速度の変換はニュートンの三つの運動の法則で使用するものとは異なる．３章３節ではアインシュタインの特殊相対

性理論で使用する二つの慣性座標系間の速度の変換を導出する． 
慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｘ成分，ｙ成分およびｚ成分の関数を（3.2.1）～（3.2.3）で与える．同様に，

慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｘ1 成分，ｙ1 成分およびｚ1 成分の関数を（3.2.4）～（3.2.6）で与える． 
( )1.2.3)( Ltxx p= 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｘ成分の関数 
( )2.2.3)( Ltyy p= 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｙ成分の関数 
( )3.2.3)( Ltzz p= 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｚ成分の関数 
( )4.2.3)( 111 Ltxx p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｘ1 成分の関数 
( )5.2.3)( 111 Ltyy p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｙ1 成分の関数 
( )6.2.3)( 111 Ltzz p= 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｚ1 成分の関数 

３章 3 節では，（3.2.1）～（3.2.6）で使用する変数はすべて実数の区間で定義されているものと仮定する．このことは，

変数（3.3.1）～（3.3.8）で記述するものとする．変数（3.3.1）～（3.3.8）の右辺の R は実数の集合を意味する． 
( )1.3.3LtR∈t 慣性座標系 S の時点 
( )2.3.31 Lt1R∈t 慣性座標系 S1 の時点 

( )3.3.3)( LxR∈tx p 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｘ成分 
( )4.3.3)( LyR∈ty p 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｙ成分 
( )5.3.3)( LzR∈tz p 慣性座標系 S の質点の位置を示す座標のｚ成分 
( )6.3.3)( 11 Lx1R∈tx p 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｘ1 成分 
( )7.3.3)( 11 Ly1R∈ty p 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｙ1 成分 
( )8.3.3)( 11 Lz1R∈tz p 慣性座標系 S1 の質点の位置を示す座標のｚ1 成分 

ローレンツ変換（2.18）～（2.21）を使用する．３章 3 節では，質点の情報となる変数（3.3.1）～（3.3.8）をローレ

ンツ変換（2.18）～（2.21）に使用する． 
( ) ( )18.2 1 Ltuxx ⋅−⋅= γ  
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( )19.2 1 Lyy =  
( )20.2 1 Lzz =  

( )21.2
21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
−⋅=

c
xutt γ  

( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ  

質点の位置を示す関数（3.2.1）～（3.2.6）をローレンツ変換（2.18）～（2.21）に代入すると，（3.3.9）～（3.3.12）

を記述できる．ローレンツ変換の（3.3.9）～（3.3.11）の左辺は，慣性座標系 S1 の時点である（3.3.2）の左辺の要素を

独立変数とする関数である．ローレンツ変換の（3.3.9）～（3.3.11）の右辺は，慣性座標系 S の時点である（3.3.1）の

左辺の要素を独立変数とする関数である． 
一方，（3.3.12）の左辺は慣性座標系 S1 の時点である（3.3.2）の左辺の要素である．（3.3.12）の右辺は慣性座標系 S の

時点である（3.3.1）の左辺の要素を独立変数とする関数である． 
( ) ( )9.3.3 )()( 11 Ltutxtx pp ⋅−⋅= γ  

( )10.3.3 )()( 11 Ltyty pp =  
( )11.3.3 )()( 11 Ltztz pp =  

( )12.3.3)(
21 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
txutt

p

γ  

そして，ローレンツ変換の（3.3.12）を関数（3.2.68）に見なすことはできる．関数（3.2.68）に関数（3.3.9）を合成し

て得られる関数――合成関数のことである．――として，（3.3.13）を記述できる．同様に，関数（3.2.68）に関数（3.3.10）

を合成して得られる関数として，（3.3.14）を記述できる．関数（3.2.68）に関数（3.3.11）を合成して得られる関数と

して，（3.3.15）を記述できる． 

( )68.2.3)()(
21 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
txuttt

p

γ  

( ) ( ) ( )13.3.3 )()(11 Ltutxttx pp ⋅−⋅= γ  
( ) ( )14.3.3 )()(11 Ltytty pp =  
( ) ( )15.3.3 )()(11 Ltzttz pp =  

合成関数（3.3.13）～（3.3.15）はそれぞれ（3.3.16）～（3.3.18）に記述できる．ローレンツ変換の（3.3.9）～（3.3.11），

（3.3.16）～（3.3.18）および（3.2.68）を使用して，速度の変換を導出する． 
( ) ( )( ) ( )16.3.3 )()(,)()( 1111 Lttxtxtutxtx pp =⋅−⋅= γ   

( )( ) ( )17.3.3 )()(,)()( 1111 Lttytytyty pp ==  
( )( ) ( )18.3.3 )()(,)()( 1111 Lttztztztz pp ==  

速度の変換を導出するのに，１次元で定義した速度の定義（3.2.12），（3.2.14），（3.2.16），（3.2.51），（3.2.53）およ

び（3.2.55）を使用する．それらの速度の定義では，時点の微分（2.28）を仮定する．速度の変換の導出を二つの方法

で説明をする．最初に，合成関数の微分法を使用して速度の変換を導出する．次に，１次元の速度の定義式を直接的に

使用する方法で速度の変換を導出する． 

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
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( ) ( ) ( ) ( )14.2.3lim
0

L
h

tyhtytv
pp

hy

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )16.2.3lim
0

L
h

tzhtztv
pp

hz

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )51.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

txhtx
tv

pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )53.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tyhty
tv

pp

hy

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )55.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tzhtz
tv

pp

hz

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( )28.2lim)( 11

01 L
h

tthtttt
h

−+
≡′

→
 

慣性座標系 S1 の時点の微分係数（2.28）は，等価な表し方では（3.3.19）に書き直すことができる．同様に，慣性座

標系 S1 の１次元の速度である微分係数（3.2.51），（3.2.53）および（3.2.55）は，それぞれ（3.3.20），（3.3.21）および

（3.3.22）に書き直すことができる． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )19.3.3 ,0,)(111 Lのとき　tR∈+→+⋅′=−+ hthhohtttthtt  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20.3.3 ,0, 111111111111 Lのときt1R∈+→+⋅=−+ hthhohtvtxhtx x
pp  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21.3.3,0, 111111111111 Lのときt1R∈+→+⋅=−+ hthhohtvtyhty y
pp  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22.3.3 ,0, 111111111111 Lのときt1R∈+→+⋅=−+ hthhohtvtzhtz z
pp  

（3.3.20）～（3.3.22）の右辺の第二項に記述した（3.3.23）の左辺は，（3.3.23）の右辺のようになる．（3.3.23）の右

辺に記述した（3.3.24）には（3.3.25）を定義している．（3.3.23）および（3.3.25）の記述から（3.3.26）になることは

明らかである．（3.3.26）については付録ⅱで説明した． 
( ) ( ) ( ) ( )23.3.3 0, 1111 Lのとき　→⋅= hhhho α  
( ) ( )24.3.31 Lhα  
( ) ( )25.3.300 L≡α  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )26.3.3 0,00limlimlim 110
1

11

0
1

1

0 111
Lのとき　→===

⋅
=

→→→
hh

h
hh

h
ho

hhh
αα

α  

時点（3.3.27）および時点（3.3.28）を仮定する．（3.2.11）を使用して，（3.2.50）に（3.3.27）および（3.3.28）を

代入すると（3.3.29）になる． 
( )27.3.3)(11 Lpp ttt =  

( )28.3.3)(11 Lttt =  
( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ  
( ) ( )50.2.311111 Lhttht p =−≡Δ  

( )29.3.3)()()()( 1111111 Ltthtttttttth pp −+=−=−=  

（3.3.19）を使用して，（3.3.29）の極限値を（3.3.30）のように記述できる．（3.3.30）の右辺の微分係数には（3.2.73）

を使用する．微分係数（3.2.73）を使用して，（3.3.30）の極限値は（3.3.31）になるものとする． 
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( ) ( ) ( ) ( )30.3.3 , 0,)(lim)()(limlim 1011010
Lのとき　tR∈+→⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅′=−+=

→→→
hthhohtttthtth

hhh
 

( )73.2.3)(1)()( 221 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=⋅⋅−=′ tv

c
utv

c
utt xx γγγ  

( ) ( ) ( )31.3.3 ,0,0)(limlim 1010
Lのとき　tR∈+→=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅′=

→→
hthhohtth

hh
 

（3.3.31）は（3.3.32）になる．（3.3.32）が成立するならば（3.3.33）を満足する．ただし，（3.3.33）は（3.3.32）が成

立することを意味するものとする． 
３章３節の議論では（3.2.73）を使用して，（3.3.33）が成立することを前提とした議論をしている．例えば，（3.2.73）

が発散してしまうと，（3.3.32）を保証できない． 

( )32.3.30lim 10
L=

→
h

h
 

( )33.3.30    0 1 L→→ hh のとき  

（3.3.24）は（3.3.29）の左辺を独立変数とする関数である．（3.3.29）の右辺は，慣性座標系 S の時点の隔たり（3.2.11）

を独立変数とする関数として扱うことができる．この場合では，（3.3.29）の右辺に記述した（3.3.1）の右辺の要素を定

数として扱う．このことで，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（3.3.29）に（3.3.24）を合成して得られた関数――合成関

数のことである．――の極限値を（3.3.34）のように記述できる．ただし，極限値（3.3.34）では（3.3.33）を仮定して

いる． 
( )1.3.3LtR∈t 慣性座標系 S の時点 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )34.3.3,0,0)()( 111 Lのとき　 tR∈+→→=−+= hthhtthtth βαα  

（3.3.29）を使用して，（3.3.23）は（3.3.35）に書き直すことができる．（3.3.19）および（3.3.34）を使用すると，（3.3.35）

は（3.3.36）に記述できる．（3.3.36）の右辺でも（3.2.73）を使用する．（3.3.36）の右辺では，（3.2.11）の右辺を変数

として扱っている．（3.3.36）の左辺では，（3.2.50）の右辺を変数として扱っている．ただし，（3.3.36）では（3.3.33）

を仮定している． 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )35.3.30,)()()()( 11111111 Lのとき →−+⋅−+=⋅= htthtttthtthhho αα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )19.3.3 ,0,)(111 Lのとき　tR∈+→+⋅′=−+ hthhohtttthtt  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )36.3.3 ,0,)()()()()( 111111 Lのとき　tR∈+→⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅′⋅=−+⋅−+= hthhohtthtthtttthttho βα  

（3.3.36）の右辺は（3.3.37）に記述できる．（3.3.37）の右辺の第一項の（3.2.73）は定数として扱われる． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )37.3.3 ,0,)()( 111 Lのとき　tR∈+→⋅+⋅′⋅=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅′⋅= hthhohhtthhohtthho βββ  

（3.3.37）は（3.3.38）に記述できる．（3.3.38）の左辺は（3.3.38）の右辺に等しい． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )38.3.3 ,0,)(11 Lのとき　　 tR∈+→=⋅+⋅′⋅= hthhohohhtthho ββ  

（3.3.9），（3.3.16），（3.2.68）および（3.3.29）を使用すると，（3.3.39）を記述できる．（3.3.39）の左辺では，（3.2.11）

の右辺のみを変数として扱っている．（3.3.39）の右辺では，（3.2.50）の右辺のみを変数として扱っている．そして，

（3.3.39）では，（3.3.39）の右辺の第一項に記述してある微分係数（3.3.40）を仮定している．微分係数（3.3.40）は速
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度（3.2.51）に等しいことは明らかである．微分係数（3.3.40）および速度（3.2.51）を使用すると，（3.3.39）の右辺は

（3.3.20）の右辺に等しいことがわかる． 
( ) ( )9.3.3 )()( 11 Ltutxtx pp ⋅−⋅= γ  
( ) ( )( ) ( )16.3.3 )()(,)()( 1111 Lttxtxtutxtx pp =⋅−⋅= γ  

( )68.2.3)()(
21 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
txuttt

p

γ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )39.3.3 ,0),())()()()( 111111111111111111 L hthhohtxtxhtxttxhttxtxhtx ppppp のときt1R∈+→+⋅′=−+=−+=−+  

( ) ( )40.3.3
)()(

lim
1

11111

011
1

L
h

txhtx
tx

pp

h

p −+
=′

→
 

( ) ( ) ( ) ( )51.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

txhtx
tv

pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20.3.3 ,0, 111111111111 Lのときt1R∈+→+⋅=−+ hthhohtvtxhtx x
pp  

（3.3.29）を使用して，（3.3.39）の右辺は（3.3.41）に記述できる．（3.3.19）を使用して，（3.3.41）は（3.3.42）に記

述できる．（3.3.42）の右辺では（3.2.73）を仮定している．（3.3.42）は（3.3.43）に記述できる． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )41.3.3 ,0),()()()()()( 11111111111111 Lのときt1R∈+→+−+⋅′=+⋅′=−+ hthhotthtttx hohtxtxhtx pppp  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )42.3.3)()()()()()()( 11111111111 Lhohohtttxhotthtttxtxhtx pppp +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅′⋅′=+−+⋅′=−+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )43.3.3)()()()()()()( 111111111111 Lhohottxhtttxhohohtttxtxhtx ppppp +⋅′+⋅′⋅′=+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅′⋅′=−+  

（3.3.38）を使用すると，（3.3.43）の右辺は（3.3.44）の右辺に記述できる．（3.3.44）の右辺では，（3.2.11）の右辺の

みを変数としている．（3.3.44）は（3.3.45）に書き直すことができる．（3.3.44）の右辺の第二項および第三項は（3.3.45）

の右辺の第二項にまとめることができる． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )44.3.3 ,0),()()()()()()()( 11111111111 Lのとき　tR∈+→++⋅′⋅′=+⋅′+⋅′⋅′=−+ hthhohohtttxhohottxhtttxtxhtx ppppp  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )45.3.3 ,0),()()()()()()()( 1111111111 Lのとき　tR∈+→+⋅′⋅′=++⋅′+⋅′⋅′=−+ hthhohtttxhohohottxhtttxtxhtx ppppp  

（3.3.45）は，等価な表し方では微分係数（3.3.46）に書き直すことができる．（3.3.46）は合成関数の微分法と呼ばれ

ることがある．合成関数の微分法（3.3.46）を使用して，アインシュタインの特殊相対性理論の速度の変換を導出する． 

( ) ( ) ( )46.3.3 lim
)()(

lim
)()(

lim 11

0
1

11111

0

11

0 1
L

h
tthtt

h
txhtx

h
txhtx

h

pp

h

pp

h

−+
⋅

−+
=

−+
→→→

 

（3.3.46）の右辺には（2.28）を記述している．（2.28）には（3.2.73）を使用するので，微分係数（3.3.47）になる． 

( ) ( ) ( )28.2lim)( 11

01 L
h

tthtttt
h

−+
≡′

→
 

( )73.2.3)(1)()(
221 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=⋅⋅−=′ tv

c
utv

c
utt xx γγγ  
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( ) ( ) ( )47.3.3)(1lim
2

11

0
L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=

−+
→

tv
c
u

h
tthtt

xh
γ  

（3.2.11）の時点および（3.3.16）を使用して，（3.3.48）を記述できる．（3.3.16）および（3.3.48）を使用して，位

置の隔たり（3.3.49）を記述できる． 
( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ  

( ) ( )( ) ( )16.3.3 )()(,)()( 1111 Lttxtxtutxtx pp =⋅−⋅= γ  
( ) ( )48.3.3 )()(1 Lpp

p
p tutxtx ⋅−⋅= γ  

( ) ( ) ( )49.3.3 )()()()( 11 Ltutxtutxtxtx p
pp

p
p ⋅−⋅−⋅−⋅=− γγ  

（3.3.49）は（3.3.50）に整理できる．（3.2.11）の右辺を使用すると，（3.3.50）は位置の隔たり（3.3.51）になる． 
{ } ( )50.3.3 )()()()()( 11 Lttutxtxtxtx p

p
p

p
p −⋅−−⋅=− γ  

( ) ( )51.3.3 )()()()( 11 Lhutxhtxtxhtx pp ⋅−−+⋅=−+ γ 位置の隔たり 

位置の隔たり（3.3.51）を使用して，（3.3.52）を記述できる．ただし，位置の隔たり（3.3.52）では（3.3.53）を仮定し

ている．位置の隔たり（3.3.52）は平均変化率（3.3.54）に書き直すことができる． 

( ) ( )52.3.3 0,)()()()( 11 L≠⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
⋅=−+ hhu

h
txhtxtxhtx

pp

γ 位置の隔たり 

( )53.3.3 0L≠h  

( ) ( )54.3.3 0,)()()()( 11 L≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
⋅=

−+
hu

h
txhtx

h
txhtx pp

γ 平均変化率 

平均変化率（3.3.54）の両辺の極限値を（3.3.55）に記述する．極限値（3.3.55）の右辺は（3.3.56）になる． 

( ) ( )55.3.3 0,)()(lim
)()(

lim
0

11

0
L≠

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
⋅=

−+
→→

hu
h

txhtx
h

txhtx pp

hh
γ  

( ) ( )56.3.3 0,)()(lim
)()(

lim
0

11

0
L≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
⋅=

−+
→→

hu
h

txhtx
h

txhtx pp

hh
γ  

１次元で定義した速度（3.2.12）を使用すると，極限値（3.3.56）の右辺は（3.3.57）に記述できる．極限値（3.3.57）

の左辺は合成関数の微分法（3.3.46）の左辺である． 

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( )57.3.3 0,)(
)()(

lim 11

0
L≠−⋅=

−+
→

hutv
h

txhtx
xh

γ  

( ) ( ) ( )46.3.3 lim
)()(

lim
)()(

lim 11

0
1

11111

0

11

0 1
L

h
tthtt

h
txhtx

h
txhtx

h

pp

hh

−+
⋅

−+
=

−+
→→→

 

（3.2.51），（3.3.47）および（3.3.57）を使用すると，極限値（3.3.46）は（3.3.58）に記述できる．（3.3.59）を仮定す

ると，極限値（3.3.58）は（3.3.60）に書き直すことができる．（3.3.60）は３次元の速度ベクトル（3.2.66）のｘ1 成分

になる速度の変換の式である． 

( ) ( ) ( ) ( )51.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

txhtx
tv

pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( )47.3.3)(1lim
2

11

0
L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=

−+
→

tv
c
u

h
tthtt

xh
γ  
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( ) ( )58.3.3 )(1)(
21 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅=−⋅ tv

c
uvutv xxx γγ 極限値 

( )59.3.30)(1
2

L≠⋅− tv
c
u

x 仮定 

( )60.3.3
)(1

)(
)(

2

11 L 
tv

c
u

utv
tv

x

x
x

⋅−

−
=  

( )66.2.3 )( 11111111 Lkjiv zyx vvvt ++=  

（3.3.20）を使用して合成関数の微分法（3.3.46）を導出した．同様に，（3.3.21）および（3.3.22）を使用して合成関

数の微分法（3.3.61）および合成関数の微分法（3.3.62）を導出できる．合成関数の微分法（3.3.61）および合成関数の

微分法（3.3.62）を使用して，残りの速度の変換の式を導出する． 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20.3.3 ,0, 111111111111 Lのときt1R∈+→+⋅=−+ hthhohtvtxhtx x

pp  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21.3.3,0, 111111111111 Lのときt1R∈+→+⋅=−+ hthhohtvtyhty y

pp  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22.3.3 ,0, 111111111111 Lのときt1R∈+→+⋅=−+ hthhohtvtzhtz z
pp  

( ) ( ) ( )61.3.3 lim
)()(

lim
)()(

lim 11

0
1

11111

0

11

0 1
L

h
tthtt

h
tyhty

h
tyhty

h

pp

hh

−+
⋅

−+
=

−+
→→→

 

( ) ( ) ( )62.3.3 lim
)()(

lim
)()(

lim 11

0
1

11111

0

11

0 1
L

h
tthtt

h
tzhtz

h
tzhtz

h

pp

hh

−+
⋅

−+
=

−+
→→→

 

時点の隔たり（3.2.11）の時点およびローレンツ変換の（3.3.17）を使用して，（3.3.63）を記述できる．（3.3.17）お

よび（3.3.63）を使用して，位置の隔たり（3.3.64）を記述できる．（3.2.11）を使用すると，位置の隔たり（3.3.64）は

（3.3.65）に記述できる． 
( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ  

( )( ) ( )17.3.3 )()(,)()( 1111 Lttytytyty pp ==  
( )63.3.3 )()(1 Lp

p
p tyty =  

( )64.3.3 )()()()( 11 Ltytytyty p
p

p
p −=− 位置の隔たり 

( )65.3.3 )()()()( 11 Ltyhtytyhty pp −+=−+  

（3.3.53）を仮定して，位置の隔たり（3.3.65）を使用すると平均変化率（3.3.66）を記述できる．平均変化率（3.3.66）

の両辺の極限値を（3.3.67）に記述する． 
( )53.3.3 0L≠h  

( )66.3.3 )()()()( 11 L
h

tyhty
h

tyhty pp −+
=

−+
平均変化率 

( )67.3.3 )()(lim)()(lim
0

11

0
L

h
tyhty

h
tyhty pp

hh

−+
=

−+
→→

極限値 

1 次元で定義した速度（3.2.14）を使用すると，極限値（3.3.67）は（3.3.68）になる．極限値（3.3.68）の左辺は合成

関数の微分法（3.3.61）の左辺である． 

( ) ( ) ( ) ( )14.2.3lim
0

L
h

tyhtytv
pp

hy

−+
≡

→
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( )68.3.3 )()()(lim 11

0
Ltv

h
tyhty

yh
=

−+
→

極限値 

（3.3.47），（3.2.53）および（3.3.68）を合成関数の微分法（3.3.61）に代入すると，極限値（3.3.69）になる．（3.3.59）

を仮定すると，極限値（3.3.69）は（3.3.70）に書き直すことができる．（3.3.70）は 3 次元の速度ベクトル（3.2.66）の

ｙ1 成分になる速度の変換の式である． 

( ) ( ) ( )47.3.3)(1lim
2

11

0
L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=

−+
→

tv
c
u

h
tthtt

xh
γ  

( ) ( ) ( ) ( )53.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tyhty
tv

pp

hy

−+
≡

→
 

( )69.3.3 )(1)()(
211 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅= tv

c
utvtv xyy γ 極限値 

( )59.3.30)(1
2

L≠⋅− tv
c
u

x 仮定 

( )70.3.3 
)(1

)(
)(

2

11 L

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅

=
tv

c
u

tv
tv

x

y
y

γ
 

( )66.2.3 )( 11111111 Lkjiv zyx vvvt ++=  

時点の隔たり（3.2.11）の時点およびローレンツ変換の（3.3.18）を使用して，（3.3.71）を記述できる．（3.3.18）お

よび（3.3.71）を使用して，位置の隔たり（3.3.72）を記述できる．（3.2.11）を使用すると，位置の隔たり（3.3.72）は

（3.3.73）に記述できる． 
( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ  

( )( ) ( )18.3.3 )()(,)()( 1111 Lttztztztz pp ==  
( )71.3.3 )()(1 Lp

p
p tztz =  

( )72.3.3 )()()()( 11 Ltztztztz p
p

p
p −=− 位置の隔たり 

( )73.3.3 )()()()( 11 Ltzhtztzhtz pp −+=−+  

（3.3.53）を仮定して，位置の隔たり（3.3.73）を使用して平均変化率（3.3.74）を記述できる．平均変化率（3.3.74）

の両辺の極限値を（3.3.75）に記述する． 
( )53.3.3 0L≠h  

( )74.3.3 )()()()( 11 L
h

tzhtz
h

tzhtz pp −+
=

−+
平均変化率 

( )75.3.3 )()(lim)()(lim
0

11

0
L

h
tzhtz

h
tzhtz pp

hh

−+
=

−+
→→

極限値 

１次元で定義した速度（3.2.16）を使用すると，極限値（3.3.75）は（3.3.76）になる．極限値（3.3.76）の左辺は合成

関数の微分法（3.3.62）の左辺である． 

( ) ( ) ( ) ( )16.2.3lim
0

L
h

tzhtztv
pp

hz

−+
≡

→
 

( )76.3.3 )()()(lim 11

0
Ltv

h
tzhtz

zh
=

−+
→

極限値 
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（3.3.47），（3.2.55）および（3.3.76）を合成関数の微分法（3.3.62）に代入すると，極限値（3.3.77）になる．（3.3.59）

を仮定すると，極限値（3.3.77）は（3.3.78）に書き直すことができる．（3.3.78）は 3 次元の速度ベクトル（3.2.66）の

ｚ1 成分になる速度の変換の式である． 

( ) ( ) ( )47.3.3)(1lim
2

11

0
L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=

−+
→

tv
c
u

h
tthtt

xh
γ  

( ) ( ) ( ) ( )55.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tzhtz
tv

pp

hz

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( )62.3.3 lim
)()(

lim
)()(

lim 11

0
1

11111

0

11

0 1
L

h
tthtt

h
tzhtz

h
tzhtz

h

pp

hh

−+
⋅

−+
=

−+
→→→

 

( )77.3.3 )(1)()(
211 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅= tv

c
utvtv xzz γ 極限値 

( )59.3.30)(1
2

L≠⋅− tv
c
u

x 仮定 

( )78.3.3 
)(1

)(
)(

2

11 L

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅

=
tv

c
u

tv
tv

x

z
z

γ
 

( )66.2.3 )( 11111111 Lkjiv zyx vvvt ++=  

 
（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）が速度の変換である．次に，上述の速度の変換を導出した方法とは別の方法で

速度の変換である（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）を導出する．上述の方法では合成関数の微分法を使用して速度

の変換を導出した．別の方法では，ローレンツ変換の（3.3.9）～（3.3.11）および（3.2.68）を使用して，1 次元の速度

の定義から直接的に速度の変換を導出する． 
( ) ( )9.3.3 )()( 11 Ltutxtx pp ⋅−⋅= γ  

( )10.3.3 )()( 11 Ltyty pp =  
( )11.3.3 )()( 11 Ltztz pp =  

( )68.2.3)()(
21 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
txuttt

p

γ  

ローレンツ変換の（3.3.16）～（3.3.18）で使用した合成関数――（3.3.16）～（3.3.18）の右側の括弧の中に表示し

てある．――で記述した位置の隔たりを使用して，速度の変換を導出する．それらの合成関数を使用して，ローレンツ

変換の（3.3.16）～（3.3.18）をローレンツ変換の（3.3.9）～（3.3.11）に対応を与えて，速度の変換を導出する． 
( ) ( )( ) ( )16.3.3 )()(,)()( 1111 Lttxtxtutxtx pp =⋅−⋅= γ  

( )( ) ( )17.3.3 )()(,)()( 1111 Lttytytyty pp ==  
( )( ) ( )18.3.3 )()(,)()( 1111 Lttztztztz pp ==  

（3.2.11），（3.2.50）,（3.3.27）および（3.3.28）を仮定する．ここでは，（3.2.11）および（3.2.50）の左辺は直接に

は使用しない． 
( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ  
( ) ( )50.2.311111 Lhttht p =−≡Δ  

( )27.3.3)(11 Lpp ttt =  
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( )28.3.3)(11 Lttt =  

（3.3.27）および（3.3.16）に表示した合成関数を使用して，（3.3.79）を記述する．（3.3.27）の右辺の独立変数およ

び（3.3.16）に表示した合成関数を使用して，（3.3.80）を記述する． 
( ) ( )79.3.3)()( 1111 L p

p
p

p ttxtx =  
( ) ( )80.3.3 )()( 111 Lp

p
p ttxtx =  

（3.3.79）および（3.3.80）から（3.3.81）になる．（3.3.16）を使用すると，（3.3.81）の左辺は（3.3.82）の左辺に記述

できる． 
( )81.3.3)()( 111 L pp

p txtx =  
( ) ( )82.3.3)()( 11 L pp

p
p

p tutxtx ⋅−⋅= γ  

（3.3.9）および（3.3.82）を使用すると，位置の隔たり（3.3.83）を記述できる．（3.2.11）および（3.2.50）を使用す

ると，位置の隔たり（3.3.83）を（3.3.84）に記述できる． 
( ){ } ( )83.3.3 )()()()( 1111 Lttutxtxtxtx p

p
p

pp
p

p −⋅−−⋅=− γ 位置の隔たり 

( ) ( )84.3.3 )()()()( 11111 Lhutxhtxtxhtx pppp ⋅−−+⋅=−+ γ  

（3.3.53）を仮定すると，位置の隔たり（3.3.84）は（3.3.85）に書き直すことができる．慣性座標系 S１の位置の隔た

りおよび慣性座標系 S の位置の隔たりを（3.3.85）で関係付けている． 
( )53.3.3 0L≠h  

( ) ( )85.3.3 0,)()()()( 11111 L≠⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
⋅=−+ hhu

h
txhtxtxhtx

pp
pp γ  

（3.2.11），（3.2.50）,（3.3.27）および（3.3.28）を使用して，（3.3.29）を記述できる．（3.2.68）を使用して，（3.3.29）

を（3.3.86）に記述できる．（3.3.86）は（3.3.87）に整理できる． 
( )29.3.3)()()()( 1111111 Ltthtttttttth pp −+=−=−=  

( )68.2.3)()(
21 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅=

c
txuttt

p

γ  

( )86.3.3)()()()()(
22111 L⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +⋅
−+⋅=−+=

c
txut

c
htxuhttthtth

pp

γγ  

( ) ( )87.3.3)()(
21 L

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+⋅

−⋅=
c

txhtxuhh
pp

γ  

（3.3.53）を仮定して，（3.3.87）を（3.3.88）に書き直すことができる．（3.3.88）では（3.3.88）の左辺は零にはなら

ない．２章２節で，（3.3.88）と類似の（2.2.53）を考察した．（2.2.53）では（3.3.16）に表示したような合成関数を使

用して導出していない． 
( )53.3.3 0L≠h  

( ) ( )88.3.30,0

)()(

1
21 L≠≠⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −+
⋅

−⋅= hh
c

h
txhtxu

h

pp

γ  
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( ) ( )53.2.20 0
1

1

2

2

 

2

1 L≠≠×

−

Δ
⋅−

= h,h

c
u

h
x

c
u

h

mnf

 

位置の隔たり（3.3.85）を使用して，平均変化率（3.3.89）を記述できる．平均変化率（3.3.89）の右辺の分母に慣性座

標系 S1 の時点の隔たり（3.3.88）を代入すると，（3.3.90）になる．ただし，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（3.3.88）で

は（3.3.91）を仮定している． 

( ) ( )89.3.3 0,0,

)()(
)()(

1
11

11111 L≠≠
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
⋅

=
−+

hh
h

hu
h

txhtx

h
txhtx

pp

pp
γ

平均変化率 

( ) ( )90.3.3 0,0,
)()(

1

)()(
)()(

1

2

1

11111 L≠≠

⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −+
⋅

−⋅

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
⋅

=
−+

hh

h
c

h
txhtxu

hu
h

txhtx

h
txhtx

pp

pp

pp

γ

γ
 

( )91.3.30

)()(

1 2 L≠

−+
⋅

−
c

h
txhtxu

pp

仮定 

平均変化率（3.3.90）は（3.3.92）に記述できる．（3.3.33）を仮定して，平均変化率（3.3.92）の極限値を（3.3.93）に

記述できる．極限値（3.3.93）の右辺は（3.3.94）の右辺のように記述できる． 

( ) ( )92.3.3 0,0,
)()(

1

)()(
)()(

1

2

1

11111 L≠≠
−+

⋅
−

−
−+

=
−+ hh

c
h

txhtxu

u
h

txhtx

h
txhtx

pp

pp

pp

 

( )33.3.30    0 1 L→→ hh のとき  

( ) ( ) ( )93.3.3
)()(

1

)()(

limlim

2

0
1

11111

01
L

c
h

txhtxu

u
h

txhtx

h
txhtx

pp

pp

h

pp

h −+
⋅

−

−
−+

=
−+

→→
 

( ) ( ) ( )94.3.3
)()(lim

1

)()(lim
lim

2
0

0

1

11111

01
L

c
h

txhtxu

u
h

txhtx

h
txhtx

pp

h

pp

h
pp

h −+
⋅

−

−
−+

=
−+

→

→

→
 

（3.2.12）および（3.2.51）を使用すると，極限値（3.3.94）は（3.3.60）になる．ただし、（3.3.60）には（3.3.59）を

仮定する． 

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
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( ) ( ) ( ) ( )51.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

txhtx
tv

pp

hx

−+
≡

→
 

( )60.3.3
)(1

)(
)(

2

11 L 
tv

c
u

utv
tv

x

x
x

⋅−

−
=  

( )59.3.30)(1
2

L≠⋅− tv
c
u

x 仮定 

（3.3.27）および（3.3.17）に表示した合成関数を使用して，（3.3.95）を記述する．（3.3.27）の右辺の独立変数およ

び（3.3.17）に表示した合成関数を使用して，（3.3.96）を記述する． 
( )27.3.3)(11 Lpp ttt =  

( )( ) ( )17.3.3 )()(,)()( 1111 Lttytytyty pp ==  
( ) ( )95.3.3)()( 1111 L p

p
p

p ttyty =  
( ) ( )96.3.3 )()( 111 Lp

p
p ttyty =  

（3.3.95）および（3.3.96）から（3.3.97）になる．（3.3.17）を使用すると，（3.3.97）の左辺は（3.3.98）の左辺に記述

できる． 
( )97.3.3)()( 111 L pp

p tyty =  
( )98.3.3)()( 11 L p

p
p

p tyty =  

（3.3.10）および（3.3.98）を使用すると，位置の隔たり（3.3.99）を記述できる．（3.2.11）および（3.2.50）を使用す

ると，位置の隔たり（3.3.99）を（3.3.100）に記述できる． 
( )10.3.3 )()( 11 Ltyty pp =  

( )99.3.3 )()()()( 1111 Ltytytyty p
p

pp
p

p −=− 位置の隔たり 
( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ  
( ) ( )50.2.311111 Lhttht p =−≡Δ  

( )100.3.3 )()()()( 11111 Ltyhtytyhty pppp −+=−+  

（3.3.100）を使用して，平均変化率（3.3.101）を記述できる．平均変化率（3.3.101）の右辺の分母に慣性座標系 S１の

時点の隔たり（3.3.88）を代入すると，平均変化率（3.3.102）になる．ただし，慣性座標系 S１の時点の隔たり（3.3.88）

では（3.3.91）を仮定している． 

( ) ( )101.3.30,)()()()(
1

11

11111 L ≠
−+

=
−+ h

h
tyhty

h
tyhty pppp

平均変化率 

( ) ( )88.3.30,0

)()(

1
21 L≠≠⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −+
⋅

−⋅= hh
c

h
txhtxu

h

pp

γ  

( )102.3.3 
)()(

1

)()(
)()(

2

1

11111 L

h
c

h
txhtxu

h
h

tyhty

h
tyhty

pp

pp

pp

⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −+
⋅

−⋅

⋅
−+

=
−+

γ
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( )91.3.30

)()(

1 2 L≠

−+
⋅

−
c

h
txhtxu

pp

仮定 

平均変化率（3.3.102）は（3.3.103）に記述できる．（3.3.33）を仮定して，平均変化率（3.3.103）の極限値を（3.3104）

に記述できる． 

( )103.3.3 
)()(

1

)()(
)()(

2

1

11111 L

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −+
⋅

−⋅

−+

=
−+

c
h

txhtxu

h
tyhty

h
tyhty

pp

pp

pp

γ

 

( )33.3.30    0 1 L→→ hh のとき  

( )104.3.3 
)()(

1

)()(

lim1)()(
lim

2

0
1

11111

01
L

c
h

txhtxu

h
tyhty

h
tyhty

pp

pp

h

pp

h −+
⋅

−

−+

⋅=
−+

→→ γ
 

（3.2.12），（3.2.14）および（3.2.53）を使用すると，極限値（3.3.104）は（3.3.70）になる．ただし、（3.3.70）には

（3.3.59）を仮定する． 

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )14.2.3lim
0

L
h

tyhtytv
pp

hy

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )53.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tyhty
tv

pp

hy

−+
≡

→
 

( )70.3.3 
)(1

)(
)(

2

11 L

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅

=
tv

c
u

tv
tv

x

y
y

γ
 

( )59.3.30)(1
2

L≠⋅− tv
c
u

x 仮定 

（3.3.27）および（3.3.18）に表示した合成関数を使用して，（3.3.105）を記述する．（3.3.27）の右辺の独立変数お

よび（3.3.18）に表示した合成関数を使用して，（3.3.106）を記述する． 
( )27.3.3)(11 Lpp ttt =  

( )( ) ( )18.3.3 )()(,)()( 1111 Lttztztztz pp ==  
( ) ( )105.3.3)()( 1111 L p

p
p

p ttztz =  
( ) ( )106.3.3 )()( 111 Lp

p
p ttztz =  

（3.3.105）および（3.3.106）から（3.3.107）になる．（3.3.18）を使用すると，（3.3.107）の左辺は（3.3.108）の左辺

に記述できる． 
( )107.3.3)()( 111 L pp

p tztz =  
( )108.3.3)()( 11 L p

p
p

p tztz =  
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（3.3.11）および（3.3.108）を使用すると，位置の隔たり（3.3.109）を記述できる．（3.2.11）および（3.2.50）を使用

すると，位置の隔たり（3.3.109）を（3.3.110）に記述できる． 
( )11.3.3 )()( 11 Ltztz pp =  

( )109.3.3 )()()()( 1111 Ltztztztz p
p

pp
p

p −=− 位置の隔たり 
( ) ( )11.2.3Lhttht p =−=Δ  
( ) ( )50.2.311111 Lhttht p =−≡Δ  

( )110.3.3 )()()()( 11111 Ltzhtztzhtz pppp −+=−+  

位置の隔たり（3.3.110）を使用して，平均変化率（3.3.111）を記述できる．平均変化率（3.3.111）の右辺の分母に慣

性座標系 S１の時点の隔たり（3.3.88）を代入すると，（3.3.112）になる．ただし，慣性座標系 S１の時点の隔たり（3.3.88）

では（3.3.91）を仮定している． 

( ) ( )111.3.30,)()()()(
1

11

1111 L ≠
−+

=
−+ h

h
tzhtz

h
tzhtz pppp

平均変化率 

( ) ( )88.3.30,0

)()(

1
21 L≠≠⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −+
⋅

−⋅= hh
c

h
txhtxu

h

pp

γ  

( )112.3.3 
)()(

1

)()(
)()(

2

1

1111 L

h
c

h
txhtxu

h
h

tzhtz

h
tzhtz

pp

pp

pp

⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −+
⋅
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( )91.3.30

)()(

1 2 L≠

−+
⋅

−
c

h
txhtxu

pp

仮定 

平均変化率（3.3.112）は（3.3.113）に記述できる．（3.3.33）を仮定して，平均変化率（3.3.113）の極限値を（3.3114）

に記述できる． 

( )113.3.3
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11111 L 
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( )33.3.30    0 1 L→→ hh のとき  

( )114.3.3
)()(

1

)()(

lim1)()(lim

2

0
1

11111

01
L 

c
h

txhtxu

h
tzhtz

h
tzhtz

pp

pp

h

pp

h −+
⋅

−

−+

⋅=
−+

→→ γ
 

（3.2.12），（3.2.16）および（3.2.55）を使用すると，極限値（3.3.114）は（3.3.78）になる．ただし，（3.3.78）には（3.3.59）

を仮定する． 



A LIFE COM. 
特殊相対性理論の速度の変換 

 
 

54

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )16.2.3lim
0

L
h

tzhtztv
pp

hz

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )55.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tzhtz
tv

pp

hz

−+
≡

→
 

( )78.3.3 
)(1

)(
)(

2

11 L

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅

=
tv

c
u

tv
tv

x

z
z

γ
 

( )59.3.30)(1
2

L≠⋅− tv
c
u

x 仮定 

 
 
係数（2.22）および真空中の光の速さ（2.11）を使用して，速度の変換について考察する．ここまでで，速度の変換

（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）を二つの方法で導出した．この二つの方法では，（3.3.33）を仮定して導出した． 

( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ  

( ) ( )2.110,0,1

00

L>≠
×

= cc
εμ

c  

( )60.3.3
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( )70.3.3 
)(1

)(
)(

2

11 L

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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( )78.3.3 
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⎟
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⎛ ⋅−⋅

=
tv
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( )33.3.30    0 1 L→→ hh のとき  

また，速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）には係数（2.22）を記述している．係数（2.22）から生じる次

の仮定があった．係数（2.22）の記述から，係数（2.22）の定義区間内では（2.23）を満足する．一般には，（2.22）の

定義区間は（2.24）であることは既に２章２節で説明した．そして，（2.22）は区間（2.25）内の値となる． 
( )23.2 Lcu ≠  

( )24.2 Lcuc <<−  
( )25.2 1 L∞<≤ γ  

速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）では（3.3.59）を仮定している．（3.3.59）から（3.3.115）が導出でき

る．速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）では，（3.3.115）が成立する慣性座標系 S1 の速度（2.6）の成分
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および１次元の速度（3.2.12）を仮定する． 

( )59.3.30)(1
2

L≠⋅− tv
c
u

x 仮定 

( )115.3.3)( 2 Lctvu x ≠⋅  
( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
 

もし，真空中の光の速さ（2.11）が（3.3.116）を満足するならば，係数（2.22）は（3.3.117）に記述できる．ここで，

（3.3.117）を満足する場合についての速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）を考察する．ただし，（3.3.117）

の R は実数の集合を意味する． 
( )116.3.3L∞→c  

( ) ( )117.3.3 , ,1 Lのとき　 R∈∞→→ ccγ  

（3.3.117）の場合で（3.3.118）を仮定する．（3.3.118）では係数（2.22）が近似値として１になる場合である． 
( ) ( )118.3.3 const.1 L=≒γ  

（3.3.117）の場合の（3.3.118）で，数学の変換として扱うローレンツ変換（2.18）～（2.21）を近似の計算で考察する．

近似の計算で（2.18）の右辺は（3.3.119）に記述できる．同様に，近似の計算で（2.19）の右辺は（3.3.120）に記述で

きる．また，近似の計算で（2.20）の右辺は（3.3.121）に記述できる．（3.3.117）および（3.3.118）を仮定しているの

で，近似の計算で（2.21）の右辺は（3.3.122）に記述できる． 
( ) ( )18.2 1 Ltuxx ⋅−⋅= γ  
( )19.2 1 Lyy =  
( )20.2 1 Lzz =  

( )21.2
21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
−⋅=

c
xutt γ  

( )119.3.3 Ltux ⋅−  
( )120.3.3 Ly  
( )121.3.3 Lz  
( )122.3.3Lt  

（3.3.117）の場合の（3.3.118）では，近似の計算で速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）は次のようにな

る．近似の計算で（3.3.60）の右辺は（3.3.123）に記述できる．同様に，近似の計算で（3.3.70）の右辺は（3.3.124）

に記述できる．また，近似の計算で（3.3.78）の右辺は（3.3.125）に記述できる． 
( )123.3.3Luvx −  

( )124.3.3 Lyv  

( )125.3.3 Lzv  
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3.4 特殊相対性理論の速度の変換での運動 
速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）では係数（2.22）を使用している．係数（2.22）の右辺では（2.6）

の成分を使用している．係数（2.22）から（2.24）になることで，（2.6）の成分は真空中の光の速さ（2.12）以上にな

ることはできない． 
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( )78.3.3 
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tv
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tvtv
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( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ  

( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

( )24.2 Lcuc <<−  

( )2.12
s
m 458 792 299 L⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=c  

速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）を導出する際には（3.3.33）も仮定している．もし、一般に，３次

元の速度のｘ成分（3.2.12）が（3.4.1）になるならば，時点の微分係数（3.2.73）は発散する．時点の微分係数（3.2.73）

が発散する場合は，（3.3.33）は保証されない．また，ここでの速度の変換では（2.6）の成分および３次元の速度のｘ成

分（3.2.12）は（3.3.115）を満足することを仮定している．（3.4.1）のように速度のｘ成分が無限大に近づく過程で，

（3.3.115）を満足しないことも考えられる．速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）では（2.24）・（3.3.115）

を満足する慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分および３次元の速度のｘ成分（3.2.12）を使用することになる． 
( )33.3.30    0 1 L→→ hh のとき  

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
 

( )1.4.3)( L∞→tvx  

( )73.2.3)(1)()(
221 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=⋅⋅−=′ tv

c
utv

c
utt xx γγγ  

( )115.3.3)( 2 Lctvu x ≠⋅  

 
 
（3.4.2）はアインシュタインの特殊相対性理論での相対論的質量と呼ばれるものである．相対論的質量（3.4.2）の分

子は静止質量と呼ばれるものである．（3.4.2）の分子の静止質量は質点の速さが零のときのその質点の質量である．ま

た，質点の速さは（3.4.2）の分母に記述されている（3.4.3）である．ここでは，（3.4.3）のように質点の速さは実数の
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値で扱う．このために，慣性座標系内に存在する質点の速さ（3.4.3）は（3.4.4）の区間の値になるものとする．そして，

アインシュタインの特殊相対性理論での質点の速さは真空中の光の速さ（2.11）以上にはならないものと扱われる． 

( )2.4.3kg 

1 2

2
1

0
1 L

c
v

mm

−

=  

( ) ( )3.4.30, 111 L≥∈= vv Rv  
( )4.4.3 0 1 Lcv <≤  

( ) ( )2.110,0,1

00

L>≠
×

= cc
εμ

c  

一般的には，相対論的質量（3.4.2）は，独立変数となる速さについての関数（3.4.5）として扱える．慣性座標系内の質

点の速度は速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）で記述したように各慣性座標系に対応した速度に変換され

る． 
( ) ( )5.4.311 Lvm  

例えば，慣性座標系 S で質点の速度が（3.4.6）で記述できることを仮定する．慣性座標系 S での速度（3.4.6）は慣性

座標系 S1 では速度（3.4.7）に変換される．慣性座標系 S1 での速度（3.4.7）では，その質点は慣性座標系 S1 内に静止し

ている．速度が（3.4.6）で記述できる質点の慣性座標系 S での相対論的質量は（3.4.8）になる．一方，速度が（3.4.7）

で記述できる質点の慣性座標系 S1 での相対論的質量は（3.4.9）になる．相対論的質量（3.4.9）は静止質量である．た

だし，（3.4.6）の右辺には慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度（2.6）の成分を記述し

ている． 
( ) ( ) ( )6.4.30,0,,, Luvvv zyx =  
( ) ( ) ( )7.4.30,0,0,, 111 L= zyx vvv  

( ) ( )8.4.31 Lum 慣性座標系 S での相対論的質量 
( ) ( )9.4.30 01 Lmm = 慣性座標系 S1 での相対論的質量 

( ) ( )6.2 const.,_1 L== uuSS iu 慣性座標系 S の x 成分および t 成分で記述した慣性座標系 S1 の等速度 

 
 
ニュートンの三つの運動の法則ではガリレイ変換と呼ばれる（3.4.10）～（3.4.13）が使用される．ガリレイ変換（3.4.10）

～（3.4.13）の右辺の記述は（3.3.119）～（3.3.122）の記述に等しい．ローレンツ変換（2.18）～（2.21）の近似の計

算から（3.3.119）～（3.3.122）が導出できることは既に説明した． 
( )10.4.31 L tuxx ⋅−=  

( )11.4.31 L yy =  
( )12.4.31 L zz =  
( )13.4.31 Ltt =  

ガリレイ変換（3.4.10）～（3.4.13）を使用すると，ガイレイ変換の速度の変換（3.4.14）～（3.4.16）を導出できる．

（3.4.10）～（3.4.16）からでは（3.4.17）を満足することは理論計算では可能である．このことは，アインシュタイン

の特殊相対性理論では質点の速度に条件があることに対して（3.4.17）を満足できることはガイレイ変換の特徴となる

箇所である．さらに，慣性座標系の等速度の大きさを無限大までも扱うことができることはガリレイ変換の特徴となる

箇所である． 



A LIFE COM. 
特殊相対性理論の速度の変換 

 
 

58

( )14.4.31 Luvv xx −=  
( )15.4.31 L yy vv =  

( )16.4.31 L zz vv =  
( ) ( )17.4.3,,1 Lのとき R∈∞→∞→ xxx ｖvv  

 
 
慣性座標系 S での質点のもつ３次元の速度の x 成分（3.4.13）を仮定する．３次元の速度の x 成分（3.4.13）の値は

真空中の光の速さの値である．（3.4.13）を（3.3.60）に代入すると，（3.4.14）を記述できる．慣性座標系 S1 での質点

のもつ３次元の速度の x1 成分（3.4.14）の右辺は真空中の光の速さである． 
( )13.4.3)( Lctvx =  
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−
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x 成分（3.4.13）をもつ３次元の速度のｙ成分には（3.4.15）を仮定する．（3.4.15）を（3.3.70）に代入すると，（3.4.16）

を記述できる．慣性座標系 S1 での質点のもつ３次元の速度のｙ1 成分（3.4.16）の右辺の値は零である． 
( )15.4.30)( L=tv y  
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x 成分（3.4.13）をもつ３次元の速度のｚ成分には（3.4.17）を仮定する．（3.4.17）を（3.3.78）に代入すると，（3.4.18）

を記述できる．慣性座標系 S1 での質点のもつ３次元の速度のｚ1 成分（3.4.18）の右辺の値は零である． 
( )17.4.30)( L=tvz  
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（3.4.13），（3.4.15）および（3.4.17）を使用すると，慣性座標系 S での質点のもつ３次元の速度の速さは（3.4.19）で

真空中の光の速さになる．同様に，（3.4.14），(3.4.16)および（3.4.18）を使用すると，慣性座標系 S1 での質点のもつ３

次元の速度の速さは（3.4.20）で真空中の光の速さになる． 
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( )19.4.3222
Lcvvvv zyx =++=  

( )20.4.32
1

2
1

2
11 Lcvvvv zyx =++=  

このような真空中の光の速さをもった質点を光子と呼ばれる光の粒子として扱うことがある．（3.4.13）～（3.4.20）ま

での計算では，慣性座標系 S および慣性座標系 S1 内で質点が真空中の光の速さを持つことができる．ただし，相対論的

質量（3.4.2）では，質点の速さは区間（3.4.4）内の実数である．このようなの相対論的質量（3.4.2）での解釈では，（3.4.13）

～（3.4.20）までの計算は成立しない仮定での議論である．文献１６では相対論的質量について説明を与えた． 
( )4.4.3 0 1 Lcv <≤  

（3.4.13）～（3.4.20）までの計算では質点として計算をした．もし，光子を光として扱うならば，（3.4.19）および（3.4.20）

ではアインシュタインの慣性座標系で光速の不変の原理を満足しているものと解釈できる観点がある． 
光速の不変の原理：すべての慣性座標系で，真空中の光の速さは同じ値である． 

 
 
（3.3.70）および（3.3.78）は合成関数の微分法（3.3.61）および合成関数の微分法（3.3.62）を使用して導出したも

のである．時点の微分係数（3.3.47）は合成関数の微分法（3.3.61）および合成関数の微分法（3.3.62）の右辺で使用し

た． 
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（3.3.61）の左辺には（3.3.68）を代入した．（3.3.68）の右辺は，慣性座標系 S での質点のもつ３次元の速度ベクトル

のｙ成分である．慣性座標系 S1 での質点のもつ３次元の速度ベクトルのｙ1 成分（3.3.70）が（3.3.68）に等しくないの

は時点の微分係数（3.3.47）の記述から生じている．（3.3.68）および時点の微分係数（3.3.47）を使用して，合成関数

の微分法（3.3.61）を（3.3.69）に記述した．もし，時点の微分係数（3.3.47）が１であるならば，慣性座標系 S1 での

３次元の速度のｙ1 成分（3.3.70）が慣性座標系 S での３次元の速度のｙ成分（3.3.68）に等しくなる． 

( )68.3.3 )()()(lim 11

0
Ltv

h
tyhty

yh
=

−+
→

 

( )69.3.3 )(1)()(
211 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅= tv

c
utvtv xyy γ  
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同様に次の議論ができる．（3.3.62）の左辺には（3.3.76）を代入した．（3.3.76）の右辺は，慣性座標系 S での質点のも

つ３次元の速度ベクトルのｚ成分である．慣性座標系 S1 での質点のもつ３次元の速度ベクトルのｚ1 成分（3.3.78）が

（3.3.76）に等しくないのは時点の微分係数（3.3.47）の記述から生じている．（3.3.76）および時点の微分係数（3.3.47）

を使用して，合成関数の微分法（3.3.62）を（3.3.77）に記述した．もし，時点の微分係数（3.3.47）が１であるならば，

慣性座標系 S1 での３次元の速度のｚ1 成分（3.3.70）が慣性座標系 S での３次元の速度のｚ成分（3.3.76）に等しくなる． 

( )76.3.3 )()()(lim 11

0
Ltv

h
tzhtz

zh
=

−+
→

 

( )77.3.3 )(1)()(
211 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅= tv

c
utvtv xzz γ  

慣性座標系 S での３次元の速度ベクトルのｘ成分（3.2.12）は慣性座標系 S1 での質点のもつ３次元の速度ベクトルの

ｘ1 成分，ｙ1 成分およびｚ1 成分に記述されている．速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）では時点の微分

係数（3.3.47）の記述に３次元の速度のｘ成分（3.2.12）が記述されている． 

4 あとがき 
著者は，電磁気学および量子力学に関連のある分野としてアインシュタインの特殊相対性理論を学んだ．電磁気学およ

び量子力学を学ぶために使用する特殊相対性理論の速度の変換について知ることができるように本書の設計を試みた．ま

た，著者の専攻になる循環系の回路モデルに関連のある物理および数学の知識を使用することも本書の設計では試みた． 
マクスウェルの方程式系から導出できる電場および磁束密度の波動方程式の記述で真空中の光の速さが定数になること

が考えられた．真空中の光の速さを使用して，アインシュタインの特殊相対性理論から質量がエネルギーに相当すること

を導出できた．量子論ではエネルギーの量子化が電磁波のエネルギーの或る実験の結果を説明できるものと扱われた．こ

れらの‘真空中の光の速さ’，‘質量とエネルギーの関係’および‘エネルギーの量子化’は量子力学を構築するのに使用

された．２００８年現在までの電子工学分野で使用される技術が電磁気学，アインシュタインの特殊相対性理論および量

子力学から得た知識を使って研究・開発されたこと，は既知とされている．上述のエネルギーの量子化については，文献

１３に説明を与えた． 
著者の研究では，循環系の回路モデル理論の整合性を確認するために，電磁気学，アインシュタインの特殊相対性理論お

よび量子力学から得た知識を使っている．著者の構築した循環系の回路モデル理論から導出した方程式系で，ヒトの左心

室の内圧および血液量の測定値と完全に一致したことは文献８でも発表している． 
本書の内容は，アインシュタインの特殊相対性理論として扱われる２００８年現在の日本の大学の一般的な講義内容と

しては，その一部に対応する．しかし，本書の説明は大学の工学科で行われる講義内容よりも詳細な説明になっている場

合も経験から著者は考える． 
著者の２００９年７月現在の予定では，アインシュタインの特殊相対性理論の加速度の変換および力の変換の無償のフ

ァイルを発行する．ただし，これらのファイルおよび本書のファイルの内容を合わせても大学課程の特殊相対性理論の内

容としては十分なものとは著者は判断していない． 

 
 
 
 
 
 



A LIFE COM. 
特殊相対性理論の速度の変換 

 
 

61

数学（ベクトルおよび微分法）と逆変換について 
本文では説明しなかった数学および特殊相対性理論の逆変換についてを付録で説明する．数学では，無限小および反対

ベクトル――逆ベクトルとも呼ぶ．――について説明する．特殊相対性理論の逆変換については，ローレンツ変換および

速度の変換の逆変換について説明する． 

付録 
i. ローレンツ変換の逆変換 

ローレンツ変換（2.18）～（2.21）は慣性座標系 S1 の位置――（2.18）～（2.20）の左辺のこと．――および時点―

―（2.21）の左辺のこと．――を左辺に記述している．付録ⅰではローレンツ変換（2.18）～（2.21）を慣性座標系 S
の位置――x,y および z のこと．――および時点――ｔのこと．――について解くことにする．ここで解いた解はローレ

ンツ変換（2.18）～（2.21）の逆変換になる． 
( ) ( )18.2 1 Ltuxx ⋅−⋅= γ   
( )19.2 1 Lyy =  
( )20.2 1 Lzz =  

( )21.2
21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
−⋅=

c
xutt γ  

ローレンツ変換（2.18）～（2.21）では（2.22）を使用している．係数（2.22）では（2.23）～（2.25）が成立すること

を 2 章で既に説明した． 

( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ  

( )23.2 Lcu ≠  
( )24.2 Lcuc <<−  

( )25.2 1 L∞<≤ γ  

（2.18）を（a.1.1）に書き直す．（a.1.1）から（a.1.2）を導出する． 

( )a.1.1 Ltux
x

⋅−=
γ

1  

( )a.1.2 Ltu
x

x ⋅+=
γ

1  

（2.21）を（a.1.3）に書き直す．（a.1.3）から（a.1.4）を導出する． 

( )a.1.3L
2

1

c
xut

t ⋅
−=

γ
 

( )a.1.4L
2

1

c
xut

t ⋅
+=

γ
 

時点（a.1.4）を（a.1.2）の右辺に代入すると（a.1.5）になる．（a.1.5）の右辺は（a.1.6）の右辺に記述できる． 

( )a.1.5 L⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅+=

2
11

c
xutuxx

γγ
 

( )a.1.6 L
2

11

c
xuu

t
u

x
x ⋅

⋅+⋅+=
γγ
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（a.1.6）をｘについて整理すると，（a.1.7）になる．（a.1.7）を（a.1.8）に書き直す．（a.1.8）では（a.1.9）を仮定す

る．仮定（a.1.9）は（2.22）で成立している． 

( )a.1.7 L
γγ

11
2

2

1
t

u
x

x
c
u

⋅+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  

( )a.1.8 L
2

2
11

1

1

c
u

tux
x

−

⋅+
=
γ

 

( )a.1.9L01
2

2

≠−
c
u

仮定 

（a.1.8）をまとめると，（a.1.10）になる．（a.1.10）は逆変換のｘ成分の式である． 
( ) ( )a.1.10 L11 tuxx ⋅+⋅= γ 逆変換の式 

（a.1.4）の右辺に（a.1.10）を代入すると，（a.1.11）になる．（a.1.11）は（a.1.12）に記述できる． 

( ) ( )a.1.11L112
1 tux

c
ut

t ⋅+⋅⋅+= γ
γ

 

( )a.1.12L12

2

12
1 t

c
ux

c
ut

t ⋅⋅+⋅⋅+= γγ
γ

 

（a.1.12）の右辺を（a.1.13）のように整理する．（a.1.13）の右辺では（a.1.14）が成立している． 

( )a.1.13L1212

2

2

1 x
c
ut

c
ut ⋅⋅+⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅= γ

γ
γ  

( ) ( )a.1.140 L≠−=
2

2

2
11

c
u

γ
 

（a.1.14）を（a.1.13）の右辺に代入すると，（a.1.15）になる．（a.1.15）を整理すると（a.1.16）になる． 

( )a.1.15L1212

2

2

2

1 x
c
ut

c
u

c
ut ⋅⋅+⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⋅= γγ  

( )a.1.16L121 x
c
utt ⋅⋅+⋅= γγ  

（a.1.16）は（a.1.17）にまとめることができる．（a.1.17）は逆変換のｔ成分の式である． 

( )a.1.17L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅= 121 x

c
utt γ 逆変換の式 

（2.19）を（a.1.18）に書き換える．（a.1.18）は逆変換のｙ成分の式である． 
( )19.21 L yy =  
( )a.1.18 L1yy = 逆変換の式 

（2.20）を（a.1.19）に書き換える．（a.1.19）は逆変換のｚ成分の式である． 
( )20.2 1 Lzz =  
( )a.1.19 L1zz = 逆変換の式 

付録ⅰで導出した（a.1.10），（a.1.18），（a.1.19）および（a.1.17）はローレンツ変換（2.18）～（2.21）の逆変換であ

る． 

( ) ( )a.1.10 L11 tuxx ⋅+⋅= γ  
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( )a.1.18 L1yy =  

( )a.1.19 L1zz =  

( )a.1.17L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅= 121 x

c
utt γ  

ii. 無限小について 
本書では，慣性座標系 S1 の時点の微分係数（2.28）は，等価な表し方として（3.3.19）に書き直した．（3.3.19）の右

辺には‘無限小’を導入した記述である．付録ⅱで，本書で使用する無限小について説明する． 

( ) ( ) ( )28.2lim)( 11

01 L
h

tthtt
tt

h

−+
≡′

→  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )19.3.3 ,0,)(111 Lのとき　tR∈+→+⋅′=−+ hthhohtttthtt  

関数の関係である（a.2.1）が（a.2.2）で保証される場合を考察する．（a.2.3），（a.2.4）および（a.2.5）はそれぞれ異

なる定義区間をもつことも考えられる．そこで，これらの定義区間内に在る共通な区間内で次の仮定をする．（a.2.2）

が仮定できる零を含まない零の近傍の実数値となる区間内では関係式（a.2.1）を満足することを仮定する． 
( ) ( ) ( ) ( )a.2.1 Lthtgtf ⋅=  

( )a.2.2 Lのとき0→t  
( ) ( )a.2.3 Ltf  
( ) ( )a.2.4 Ltg  
( ) ( )a.2.5 Lth  

(a.2.1）を使用して，（a.2.6）のように記述することがある．（a.2.6）の右辺では，極限値（a.2.7）が成立することを

意味する．速度の変換を導出する際には，極限値（a.2.7）では（a.2.8）を満足した． 
( ) ( ) ( ) ( )a.2.6  , Lのとき0→= thotf  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )a.2.7  , Lのとき00 →→=
⋅

= ttg
th

thtg
th
ho  

( ) ( )a.2.8L00 =g  

（a.2.9）を記述する場合では，関係（a.2.1）が保証されていて（a.2.10）を‘無限小’であるという．本書では，（a.2.9）

のように記述することを基本とする．そこで，これらの定義区間内に在る共通な区間内で次のようにした．誤解が生じ

ないものと考えた場合には（a.2.9）の括弧内の（a.2.2）を表示しないこともある． 
( ) ( ) ( )a.2.9  , Lのとき0→tho  
( ) ( )a.2.10 Ltg 無限小である． 

例えば次の計算ができる．関数（a.2.11），（a.2.12）および（a.2.13）を仮定する．（a.2.11）～（a.2.13）はそれぞれ

異なる定義区間を持つかもしれない．しかし，（a.2.2）のときに関係（a.2.1）が成立するものとする．この場合では，

（a.2.14）に記述できる．（a.2.14）の意味から，極限値（a.2.15）が成立する．（a.2.15）から関数（a.2.11）は無限小

である． 
( ) ( )a.2.11 Lttg =  
( ) ( )a.2.12 Ltth =  
( ) ( )a.2.13 Ltttf ×=  
( ) ( ) ( ) ( )a.2.14  0, Lのとき→= ttotf  
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( )
( ) ( ) ( ) ( )a.2.15  0,0 Lのとき→→==

×
= tttg

t
tt

th
ho  

（a.2.2）でｔがどこまでも零に近づく場合にはｔを無限小と呼ぶこともある．また，極限値（a.2.16）が成立する場

合でも極限値（a.2.16）の（a.2.17）を無限小と呼ぶことがある． 
( )a.2.2 Lのとき0→t  

( ) ( )a.2.16L0lim
0

=
→

t
t

β  

( ) ( )a.2.17Ltβ  

iii. 長さの収縮 
3 章 1 節では質点を使用して慣性座標系 S に静止させた棒の長さの収縮について説明した．付録ⅲでも，慣性座標系

S に棒を静止させているものとする．質点を使用しないで，この棒の長さを慣性座標系 S および慣性座標系 S1 で計算す

る．この場合でも，慣性座標系 S および慣性座標系 S１の位置および時点の情報を使用する．そして，2 章 1 節の出来事

A を使用して，棒の長さを計算する． 
ここでは，２章 1 節の出来事 A は，慣性座標系 S1 では同時に棒の両端の位置でそれぞれの位置のｘ１成分を測定するこ

と，とする．この出来事 A は，慣性座標系 S では時点の隔たりを経て棒の両端の位置で，その棒の両端のｘ成分をそれ

ぞれ測定することになる． 
付録ⅲでは 2 章 1 節の計算を使用するために，2 章 1 節と同じ記号を使用する箇所がある．隔たりは（2.1.7）～（2.1.9）

を使用する．2 章 1 節で定義しなかった慣性座標系 S1 の位置の隔たりは（a.3.1）で定義する．（2.1.7）は慣性座標系 S
に静止している棒の両端の長さとする． 

( )7.1.2Lnmmn xxx −≡Δ  
( )8.1.2Lnmmn ttt −≡Δ  
( )9.1.2111 Lnmmn ttt −≡Δ  
( )a.3.1Lnmmn xxx 111 −≡Δ  

慣性座標系 S1 で，出来事 A が同時に生じるので（2.1.11）が成立する．（2.1.11）から（2.1.22）を記述できる． 
( )11.1.201 L=Δ mnt  

( )22.1.2111 Lcnm ttt == 慣性座標系 S1 で棒の長さを測定する時点． 

慣性座標系 S に静止している棒の両端の長さを（2.1.13）とする．（2.1.7）を使用すると，（2.1.13）から（2.1.15）を記

述できる． 
( )13.1.20L≠Δ mnx  
( )15.1.2Lnm xx ≠ 慣性座標系 S 内の 2 箇所に対応する時計を使用する．――二つの時計はそれぞれ異なる．―― 

慣性座標系 S では，棒の両端のｘ成分を記述した（2.1.15）の両辺を測定するのに時点の隔たり（2.1.14）を経る．（2.1.8）

を使用すると，（2.1.19）を記述できる．（2.1.19）の両端のそれぞれの時点で，慣性座標系 S では棒の両端のｘ成分とな

る（2.1.15）の両辺をそれぞれ測定することになる． 
( )14.1.20L≠Δ mnt  

( )19.1.2Lnm tt ≠ 慣性座標系 S で棒の長さを測定する時点の関係 

ローレンツ変換の（2.21）を使用すると，慣性座標系 S1 の時点の隔たり（2.1.10）を記述できる．（2.1.11）を（2.1.10）

の左辺に代入すると（2.1.16）になる．（2.1.16）から慣性座標系 S の時点の隔たり（2.1.17）を導出できる． 

( )21.2
21 L⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
−⋅=

c
xutt γ  
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( )10.1.2 
21 L⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅−Δ⋅=Δ mnmnmn x

c
utt γ  

( )16.1.20 2 Lmnmn x
c
ut Δ⋅⋅−Δ⋅= γγ  

( )17.1.22 Lmnmn x
c
ut Δ⋅=Δ  

慣性座標系 S に静止している棒の長さ（2.1.13）が成立するので（2.1.17）は（2.1.18）を満足する．（2.1.18）は（2.1.14）

に一致する．（2.1.7）を慣性座標系 S に静止している棒の長さとしているので，（a.3.2）に記述できる． 

( )18.1.20
2

L≠Δ⋅=Δ mnmn x
c
ut  

( )a.3.202 L>Δ⋅=Δ mnmn x
c
ut  

ローレンツ変換の（2.18）を使用して，慣性座標系 S1 での棒の両端の位置を計算すると，（2.1.20）および（2.1.21）

になる．2 章 1 節では，（2.1.20）および（2.1.21）は（2.1.34）を満足することを示した． 
( ) ( )18.2 1 Ltuxx ⋅−⋅= γ  
( ) ( )20.1.2 1 Lmmm tuxx ⋅−⋅= γ  
( ) ( )21.1.2 1 Lnnn tuxx ⋅−⋅= γ  

( )34.1.2 11 Lmm xx ≠ 慣性座標系 S1 内の 2 箇所に対応する時計を使用する．――二つの時計はそれぞれ異なる．―― 

（a.3.1）の右辺にそれぞれ（2.1.20）および（2.1.21）を代入すると（a.3.3）を記述できる．（2.1.17）を（a.3.3）の右

辺に代入すると（a.3.4）になる．（a.3.4）は（a.3.5）に整理できる． 
( ) ( )a.3.3 1 Lmnmnmn tuxx Δ⋅−Δ⋅=Δ γ  

( )a.3.4 
2

2

1 L⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ⋅−Δ⋅=Δ mnmnmn x

c
uxx γ  

( )a.3.50 1
2

2

1 L>Δ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=Δ mnmn x

c
ux γ  

（a.3.5）は（a.3.6）にまとめることができる．（a.3.6）の左辺は慣性座標系 S1 で計算した――棒は慣性座標系 S に静

止している．――棒の長さである．（a.3.6）では慣性座標系 S1 での棒の長さは慣性座標系 S での長さよりも収縮してい

ることになる． 

( )a.3.6 01
1 L>Δ⋅=Δ mnmn xx

γ
慣性座標系 S1 での棒の長さ 

（a.3.6）を（a.3.7）に書き直す．（a.3.7）では（a.3.8）および（a.3.9）を仮定する．（a.3.8）の添え字は棒が等速度

で移動している慣性座標系の二つの異なる時計を使用して，その慣性座標系内の棒の長さを計算したことを意味する．

（a.3.9）の添え字は棒が静止している慣性座標系の二つの異なる時計を使用して，その慣性座標系内の棒の長さを計算

したことを意味する． 

( )a.3.70 1
ocksrest_twoclvelocity_constant_clockmoving_two L>⋅= LL t γ

等速度運動する物体の長さは，その運動方向に収縮する． 

( )a.3.8 1velocity_constant_clockmoving_two Lmnt xL Δ= 等速度運動している場合の物体の長さ 
( )a.3.9 ocksrest_twocl LmnxL Δ= 静止している場合の物体の長さ 
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（a.3.7）の左辺では，二つの異なる時計で表す時点を使用している．一方，（3.1.38）の左辺では，１つの時計で表す

時点を使用している．（a.3.7）および（3.1.38）で等しい箇所は‘移動している場合の棒の長さ’および‘静止している

場合の棒の長さ’を記述している部分である．この等しい箇所について，（a.3.7）および（3.1.38）を書き直すと，（a.3.10）

に記述できる． 

( )38.1.3 1
ocksrest_twoclitytant_velocclock_consmoving_one LLL ⋅=

γ
等速度運動する１つの質点で測定した長さは，その運動方向に収縮する． 

( )a.3.100 1
restmoving L>⋅= LL

γ
 

本書では，速度の変換を導出する際に質点を仮定することになるので，本文の 3 章 1 節では質点を使用した場合で

（3.1.38）を導出した．アインシュタインの特殊相対性理論での‘長さの収縮’を記述するには，この付録ⅲのように

質点を使用しないで，慣性座標系 S および慣性座標系 S１の位置および時点の‘点’から導出できる． 

iv. 反対ベクトルおよび逆ベクトル 
（a.4.1）はベクトルである．ここでは，ベクトル解析で使用するベクトル（a.4.1）の向きとは逆の向きになるベクト

ル（a.4.2）の説明をする．（a.4.1）および（a.4.2）のベクトルの大きさは等しく（a.4.3）になる．（a.4.2）のマイナス

の記号はベクトル（a.4.2）の向きがベクトル（a.4.1）の向きとは逆であることを意味する．（a.4.2）のようなベクトル

を（a.4.1）の反対ベクトルあるいは逆ベクトルと呼ぶ５）６）． 
( )a.4.1La  
( )a.4.2La−  
( )a.4.3La  

（a.4.2）を（a.4.4）に記述する．（a.4.4）は（a.4.5）に書き直すことができる．（a.4.4）の左辺は（a.4.1）の反対ベ

クトルになる．一方，（a.4.5）の左辺は（a.4.2）の反対ベクトルになる． 
( )a.4.4Lab −=  
( )a.4.5Lba −=  

v. 速度の変換の逆変換 
速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）の逆変換を付録ⅴで導出する．速度の変換（3.3.60），（3.3.70）お

よび（3.3.78）には（2.22）が仮定されている． 

( )60.3.3
)(1

)(
)(

2

11 L 
tv

c
u

utv
tv

x

x
x

⋅−

−
=  

( )70.3.3
)(1

)(
)(

2

11 L 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅

=
tv

c
u

tv
tv

x

y
y

γ
 

( )78.3.3
)(1

)()(

2

11 L 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅

=
tv

c
u

tvtv

x

z
z

γ
 

( ) ( )22.2 const.
1

1

2

2
L=

−

=

c
u

γ  
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速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）の左辺には（3.2.51），（3.2.53）および（3.2.55）が記述されている．

速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）を慣性座標系 S１の（3.2.12），（3.2.14）および（3.2.16）について解

く．この解となる三つの方程式は逆変換である． 

( ) ( ) ( ) ( )51.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

txhtx
tv

pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )53.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tyhty
tv

pp

hy

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )55.2.3lim
1

11111

011
1

L
h

tzhtz
tv

pp

hz

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )12.2.3lim
0

L
h

txhtxtv
pp

hx

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )14.2.3lim
0

L
h

tyhtytv
pp

hy

−+
≡

→
 

( ) ( ) ( ) ( )16.2.3lim
0

L
h

tzhtztv
pp

hz

−+
≡

→
 

速度の変換の式（3.3.60）を（a.5.1）に書き直す．（a.5.1）を（a.5.2）に記述する．（a.5.2）を（3.2.12）について整

理するために，（a.5.3）に記述する．（a.5.3）を（3.2.12）について整理すると（a.5.4）になる． 

( )a.5.1 Lutvtv
c
uv xxx −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅ )()(1

21  

( )a.5.2 Lutvtv
c
uvv xxxx −=⋅⋅− )()(

211  

( )a.5.3 L)()(
211 tv

c
uvtvuv xxxx ⋅⋅+=+  

( )a.5.4 L)(1
211 tv

c
uvuv xxx ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=+  

（a.5.4）を（a.5.5）に書き直す．（a.5.5）では（a.5.6）を仮定する．（a.5.6）を仮定した（a.5.5）は速度の変換に対応

する逆変換の（3.2.12）の式である． 

( )a.5.5 L⋅
⋅

+

+
=

2
1

1

1
)(

c
vu
uv

tv
x

x
x 逆変換の式 

( )a.5.6 L⋅≠
⋅

+ 01
2

1

c
vu x 仮定 

速度の変換の式（3.3.70）を（a.5.7）に書き換える．（a.5.7）の左辺に（a.5.5）を代入すると，（a.5.8）になる．（a.5.8）

では（a.5.6）が仮定されている． 

( )a.5.7 L)()(1)(
211 tvtv

c
utv yxy =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅ γ  
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( )a.5.8 L)(
1

1)(

2
1

1
211 tv

c
vu
uv

c
utv y

x

x
y =

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅
+

+
⋅−⋅⋅ γ  

（a.5.8）は（a.5.9）に記述できる．（a.5.9）の左辺の括弧内の計算は（a.5.10）の左辺の括弧内のように記述できる． 

( ) ( )a.5.9 L)(1)(
1

2
1

2

211 tv
vuc

uvc
c
utv y

x

x
y =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅+
+⋅

⋅−⋅⋅ γ  

( )a.5.10 L)(1)(
1

2
1

11 tv
vuc
uv

utv y
x

x
y =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+
+

⋅−⋅⋅ γ  

（a.5.10）を（a.5.11）に記述できる．（a.5.11）は（a.5.12）に整理できる． 

( )a.5.11 L)()(
1

2

2
1

1
2

1
2

11 tv
vuc
uvu

vuc
vuc

tv y
x

x

x

x
y =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+
+⋅

−
⋅+
⋅+

⋅⋅ γ  

( )a.5.12 L)()(
1

2

22

11 tv
vuc

uctv y
x

y =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+

−
⋅⋅ γ  

（a.5.12）の左辺の括弧内は（a.5.13）の左辺の括弧内のように整理できる．（a.5.13）の左辺をまとめると，（a.5.14）

に記述できる． 

( )a.5.13 L)(
1

1
)(

2
1

2

2

11 tv

c
vu

c
u

tv y
x

y =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
+

−
⋅⋅ γ  

( )a.5.14 L)(
1

)(

2
1

11 tv

c
vu

tv
y

x

y =
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅γ

 

（a.5.14）は（a.5.15）に書き直すことができる．（a.5.15）は逆変換の（3.2.14）の式である． 

( )a.5.15 L
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅

=

2
1

11

1

)(
)(

c
vu

tv
tv

x

y
y

γ
逆変換の式 

速度の変換の式（3.3.78）を（a.5.16）に書き直す．（a.5.16）の左辺に（a.5.5）を代入すると，（a.5.17）になる．（a.5.17）

では（a.5.6）を仮定している． 

( )a.5.16 L)()(1)(
211 tvtv

c
utv zxz =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅ γ  

( )a.5.17 L)(
1

1)(

2
1

1
211 tv

c
vu
uv

c
utv z

x

x
z =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
+

+
⋅−⋅⋅ γ  

（a.5.17）は（a.5.18）に記述できる．（a.5.18）の左辺の括弧内の計算は（a.5.19）の左辺の括弧内のように記述できる． 

( )a.5.18 L)(1)(
1

2
1

11 tv
vuc
uv

utv z
x

x
z =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+
+

⋅−⋅⋅ γ  
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( )a.5.19 L)()(
1

2

2
1

1
2

1
2

11 tv
vuc
uvu

vuc
vuc

tv z
x

x

x

x
z =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+
+⋅

−
⋅+
⋅+

⋅⋅ γ  

（a.5.19）を（a.5.20）に記述できる．（a.5.20）は（a.5.21）に整理できる． 

( )a.5.20 L)()(
1

2

22

11 tv
vuc

uctv z
x

z =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+

−
⋅⋅ γ  

( )a.5.21 L)(
1

1
)(

2
1

2

2

11 tv

c
vu

c
u

tv z
x

z =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
+

−
⋅⋅ γ  

（a.5.21）の左辺の括弧内は（a.5.22）の左辺の括弧内のように整理できる．（a.5.22）は（a.5.23）に書き直すことがで

きる．（a.5.23）は逆変換の（3.2.16）の式である．  

( )a.5.22 L)(
1

)(

2
1

11 tv

c
vu

tv
z

x

z =
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅γ

 

( )a.5.23 L
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅

=

2
1

11

1

)(
)(

c
vu

tv
tv

x

z
z

γ
逆変換の式 

速度の変換（3.3.60），（3.3.70）および（3.3.78）の逆変換は（a.5.5），（a.5.15）および（a.5.23）である．逆変換（a.5.5），

（a.5.15）および（a.5.23）では（a.5.6）が仮定されている． 

( )a.5.5 L⋅
⋅

+

+
=

2
1

1

1
)(

c
vu
uv

tv
x

x
x  

( )a.5.15 L
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅

=

2
1

11

1

)(
)(

c
vu

tv
tv

x

y
y
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( )a.5.23 L
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅

=

2
1

11

1

)(
)(

c
vu

tv
tv

x

z
z

γ
 

( )a.5.6 L⋅≠
⋅

+ 01
2

1

c
vu x 仮定 

仮定（a.5.6）から（a.5.24）が導出できる．速度の変換では（3.3.59）が仮定されていた．（3.3.59）では（3.3.115）

が導出できた． 
( )a.5.24L2

1 )( ctvu x −≠⋅  

( )59.3.30)(1 2 L≠⋅− tv
c
u

x  

( )115.3.3)( 2 Lctvu x ≠⋅  
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